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N T E 



SUR LES 



GÉOMÉTRIKS NON EUCLIDIENNES 



1. Dans le discours que nous avons prononcé à rassemblée 
générale du 30 octobre 1904, nous avons indiqué comment on 
peut construire, dans notre espace et d'une infinité de manières, 
une géométrie non euclidienne de paramètre donné. Nous nous 
proposons, dans cette note, de donner quelques applications, 
d'établir des formules et de construire des épures. 

Ce n'est pas en suivant les exposés classiques des géométries 
nouvelles que nous pourrons atteindre notre but ; les cons- 
tructions des figures y sont bien indiquées, mais si nous 
les appliquons en nous servant de nos règles et de nos compas, 
nous obtenons toujours des figures euclidiennes. Pour repré- 
senter par le trait une géométrie de paramètre donné, nous 
devrions disposer d'instruments qui se déformeraient en obéis- 
sant à l'égalité qui caractérise cette géométrie. Or", nous ne 
disposons que d'instruments euclidiens ; nous ne pouvons donc 
construire les figures d'une géométrie d'un paramètre donné k, 
qu'en étudiant les propriétés euclidiennes de cette géométrie ou 
bien en rapportant les figures à un système d'axes euclidiens. 

Les non euclidiens nous objecteront, sans doute, qu'il n'est pas 
démontré que nos instruments ne satisfont pas à une égalité de 
paramètre K. Il serait aisé de les satisfaire en résolvant le pro- 
blème suivant : « Construire une géométrie de paramètre fc au 
moyen d'instruments qui satisfont à une égalité de paramètre 
X». Ce problème pourrait être résolu, si l'on connaissait le para- 
mètre K. Or, les non euclidiens avouent eux-mêmes que ce para- 
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mètre est tellement grand que, dans les limites des observations, 
les figures sont les mêmes que si K était infini. Il est donc 
inutile et impossible d'introduire ce paramètre mystérieux, et 
nous pouvons considérer nos instruments comme euclidiens. 



CHAPITRE PREMIER. 
Géométrie plane. 

§ 1. — GÉOMÉTRIE RIEMANIENNE. 

2. Projection stéréo graphique. La géométrie plane doit être 
identique à la géométrie ordinaire de la sphère, où les arcs de 
grands cercles sont considérés comme des droites, car ces deux 
géométries reposent sur les mêmes axiomes. Par une projec- 
tion stéréographique, nous obtiendrons une géométrie rieman- 
nienne dans un plan eucliden. C'est cette géométrie que nous 
allons construire ; c'est un cas particulier de la géométrie 
de l'espace, car nous verrons plus loin que tout plan rieman- 
nien peut être amené dans une position où il devient identique 
à un plan euclidien. 

Soit (fig. 1) une sphère de rayon k;k est le paramètre de la 

géométrie que 
nous considérons. 
Le plan de projec- 
tion est le plan 
des axes rectan- 
gulaires X, et 
a:, ; le centre de 
projection stéréo - 
graphique est le 
point P de la 
sphère situé sur le 
prolongement de 
l'axe 0:x:° perpen- 
diculaire aux axes 
des x^ et des x^. 
A tout point A de 
la sphère corres- 




{fig- i) 
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pond une projection A'. Les figures du plan x^ x^ sont dites 
égales quand elles sont les projections de deux figures de la 
sphère qui satisfont à Tégalité euclidienne. Il résulte de là 
que les longueurs, les angles et les surfaces des figures planes, 
sont les longueurs, les angles et les surfaces des figures corres- 
pondantes de la sphère. 




(fig- 2) 
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Nous supposerons évidemment que le plan des x^ x^ soit le 
plan du dessin, comme nous l'avons représenté figure 2. Le 
point de vue de la perspective, ou centre de la projection stéréo- 
graphique, est le point de la sphère situé devant le plan du 
dessin et qui se projette orthogonalement au centre de la 
sphère. Le plan des x^ x^ coupe la sphère suivant une circonfé- 
rence qui se confond avec sa projection stéréographique; la sur- 
face intérieure de ce cercle est l'image en creux de la demi- 
sphère située derrière le plan de dessin ; la partie extérieure est 
l'image de l'autre demi sphère; les points infiniment voisins du 
centre P de projection sont projetés à l'infini. La circonférence de 
rayon k qui se projette stéréographiquement sur elle-même, est 
une première droite riemannienne. Nous obtenons immédiate- 
ment d'autres droites riemaniennes en menant des droites eucli- 
diennes par le centre ; car si par l'une de ces droites, nous 
menons un plan perpendiculaire au plan des x^ x^, ce plan 
détermine un grand cercle de la sphère passant par le point de 
vue P ; les lignes qui projettent la circonférence de ce grand 
cercle se trouvent dans le plan, et la projection stéréographique 
de cette circonférence se confond avec la trace du plan sur le 
tableau. Le point Xo, diamétralement opposé au point de vue, se 
confond en projection avec le centre de la sphère ; les trois 
droites riemanniennes Xo x^, x^ x^y x^ x^^ forment un triangle 
triréctangle ; en prolongeant ces trois droites, on décompose le 
plan en huit triangles égaux au point de vue riemannien ; 
quatre de ces triangles forment la surface du cercle de rayon fc ; 
les quatre autres forment la surface extérieure à ce cercle et ont 
un sommet commun qui se transporte à Finfîni euclidien ; au 
point de vue de la géométrie riemannienne, ce point se trouve à 

1 
une distance fc t: du point et à une distance — fc tt de la droite 

x,x,. 

Les propriétés de la projection stéréographique sont bien 
connues ; nous allons cependant les démontrer afin de pouvoir 
faire quelques remarques qui nous seront utiles dans ce qui va 
suivre. 

3. Représentation conforme, — Théorème, — Aux limites 
relatives, les figures infiniment petites de la sphère sont sem- 
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blables à leurs projections stéréographiques ; le rapport de 
similitude est (flg. 1) : 

. _ PA 

' PA' 
A et A' étant les limites absolues de deux figures correspon- 
dantes. 

Soit B (fig.l) un point de la figure sphérique infiniment voisine 
du point A ; prenons P comme centre de projection et projetons 
la figure sur le plan des x, x, et sur un plan mené par A' paral- 
lèlement au plan tangent à la sphère en A. Passons aux limites 
relatives et conservons uniquement ces limites sur la figure. 
La droite AB est dans le plan tangent en A ; la projection AB" 
sur un plan parallèle, est parallèle à AB ; on a évidemment 



AB -- / A'B". 

Nous trouverons la projection B' sur le plan des x^ x, en 
menant B" B' parallèlement à PA. Si, par A', nous menons un 
plan perpendiculaire PA , ce i)lan est un plan de symétrie des 
figures A' 73' et A' 13" ; donc, la figure A' B' est symétrique de la 
figure A' B" ; cette dernière est homothétique à la figure AB^ et 
le rapport de similitude est / ; cela démontre le théorème. 

Il résulte de ce théorème, que les angles tracés sur la sphère 
sont conservés en projection stéréographique ; c'est ce que 
Ton exprime en disant que la projection stéréographique est une 
représentation conforme de la surface de la sphère. Nous 
exprimerons cette propriété en disant que, dans la géométrie 
riemannienne que nous considérons, l'égalité des angles est 
identique à une égalité euclidienne. Les angles riemanniens se 
mesurent comme les angles euclidiens. 

Il n'en est pas de même des longueurs et surfaces rieman- 
niennes ; ces grandeurs doivent être mesurées sur la sphère par 
la géométrie ordinaire. Si l'on détermine iln point du plan par 
les coordonnées ordinaires, on obtient les longueurs et les sur- 
faces par les formules suivantes : 

s ^ ( \ sjdx' + dy' 
S= {{ /* dx dy 
A étant exprimé en fonction des coordonnées x, y. 
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4. Cercle riemannien. — Théorème. — La projection stérëo- 
graphique d'un cercle est un autre cercle dont le centre 
euclidien est le conjugué harmonique de la projection du centre 
du cercle de l'espace par rapport aux deux centres riemanniens 
ou projections des deux centres du cercle sur la sphère. 

En effet, plaçons-nous d'abord dans l'espace à trois dimen- 
sions, tout en utilisant la figure 2 qui n'est qu'une perspective 
des figures de l'espace. Nous obtiendrons un petit cercle de la 
sphère en menant un plan sécant. Menons par le centre O 
une perpendiculaire à ce plan ; cette perpendiculaire percera 
la sphère en deux points C et C, diamétralement opposés^ qui 
sont les deux centres du petit cercle par rapport à la sphère. 
Cette même droite percera le plan du cercle en un point / 
qui est le centre du petit cercle par rapport à son plan. Enfin, 
cette droite passe par le sommet S du cône de révolution 
circonscrit à la sphère suivant la circonférence du petit 
cercle. Le sommet S est le pôle du plan de la courbe 
de contact, donc c'est le conjugué harmonique du point I 
par rapport aux deux points C et C ; cette propriété sera con- 
servée en projection stéréographique. Les génératrices du cône 
seront représentées par un faisceau de rayons passant par S; 
or, ces génératrices forment avec la courbe de contact des angles 
droits situés dans des plans tangents à la sphère ; ces angles 
droits seront conservés en projection. Le cercle riemannien est 
donc une courbe normale aux rayons euclidiens passant par S ; 
c'est, par conséquent, un cercle euclidien dont le centre est S. 

Sur la sphère, le point C est à une distance constante de tous 
les points de la circonférence du petit cercle ; cette propriété 
existe aussi dans le plan en géométrie riemannienne, puisque 
les distances sur le plan doivent se mesurer sur la sphère ; de 
plus, toutes les droites riemanniennes qui passent par G sont 
normales à la circonférence. Le point C jouit de la même pro- 
priété que le point C ; le cercle riemannien a donc deux centres 
et deux rayons; la somme de ces deux rayons est k /:. Le point I 
dans l'espace est aussi un centre du cercle ; mais en projection, 
il n'est ni un centre euclidien, ni un centre riemannien. Si on 
mène par Cune droite riemannienne A C A', on détermine des 
points A et A' qui sont diamétralement opposés ; toutes les 



— î) - 

droites euclidiennes analogues à la droite A A' passent par le 
point /, ce sont les perspectives des diamètres du petit cercle 
tracés dans son plan. Les points S et I sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux points G et C en géométrie euclidienne. 

5. Droite riemanniennc. Théorème. — Les droites rienian- 
niennes sont les circonférences dont la puissance euclidienne 
par rapport au centre O est égale à — fc*. 

Les droites riemanniennes sont les projections stéréographi- 
ques des grands cercles de la sphère. Menons par O (fig. 2) un 
plan, et soit CC le diamètre normal au plan ; ce plan détermine 
un grand cercle dont le centre est O dans le plan ; sur la sphère 
les centres sont les points C et G' ; enfin, les génératrices du 
cylindre circonscrit à la sphère suivant la circonférence du 
grand cercle sont parallèles à C C ; on peut considérer ce 
cylindre comme un cône dont le sommet S' s'éloigne à rinfîni 
sur la droite CC ; ce sommet S' est encore le conjugué harmo- 
nique du point O par rapport à CC. En perspective, cette pro- 
priété est conservée. La démonstration relative au petit cercle 
est alors applicable ; le point S' est le centre euclidien de la 
droite riemanniennc et il est le conjugué du point O par rapport 
aux deux centre^ riemanniens C et C. 

Sur la sphère, deux grands cercles se coupent en deux points 
diamétralement opposés ; toute droite telle que C A C coupe 
donc la droite x^ x^ en deux points M N diamétralement 
opposés ; ce diamètre M N se confond avec sa projection stéréo- 
graphique. Si nous menons une droite euclidienne quelconque 
par le point O, ce sera la perspective d'un autre diamètre du 
cercle C A C ; on a, dans le plan, en géométrie euclidienne 

oc". 5C = ÔM.ÔN = — fc'; 

le signe moins résulte de ce que les vecteurs que l'on multiplie 
ont deux sens différents. 

Réciproquement, toute circonférence C AC de puissance — fc* 
par rapport au point O est une droite riemanniennc. En effet, on 
peut mener par O une corde MN divisée en deux parties égales 
par le point O ; on aura 

OM = ON = fc; 



OA X OA' = — fc^; 

menons la droite OD perpendiculaire à O A, portons, en géomé- 
trie euclidienne, 

OD = k: 
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les points M et N sont des points diamétralement opposés de la 
circonférence x^ x^ ; les circonférences forment un certain 
angle (*k Si, dans l'espace, nous menons par M un grand cercle 
faisant l'angle « avec le grand cercle x, x,, la projection stéréo- 
graphique de ce grand cercle sera une circonférence passant 
par les points M et N et faisant l'angle w avec la circonférence 
x^ X, ; elle doit se confondre avec la circonférence donnée, qui 
est par conséquent une droite riemannienne. 

La droite riemannienne a deux centres; ces centres s'appellent 
les pôles absolus de la droite. Réciproquement, la droite est la I 

polaire absolue de l'un de ses centres. Le qualificatif absolu | 

doit être ajouté parce que, dans l'étude des courbes rieman- ' 

niennes du second degré, il y a lieu de considérer d'autres pôles 
et d'autres polaires. Quand on décrit une droite riemannienne 
d'un pôle donné, on peut attribuer un sens à la droite en adop- 
tant un sens positif pour la rotation du compas riemannien ; 
réciproquement, si on donne un sens à une droite, on obtiendra 
un pôle unique. Comme sur la sphère, la distance rieman- 
nienne de deux points mesure, dans un cercle de rayon fc, 
l'angle des deux polaires ; si le pôle décrit une courbe, la 
polaire absolue enveloppe une autre courbe, et il y a réciprocité; 
si le pôle décrit une droite, la polaire absolue tourne autour du 
pôle de la droite d'un angle mesuré, par le segment décrit par 
le pôle, dans un cercle de rayon k. Lorsqu'un point décrit le 
contour d'un triangle, la polaire enveloppe le triangle polaire, et 
réciproquement. 

6. Problèmes sur la droite riemanuienne. — l*" On donne un 
point A (fîg. 3), trouver le point opposé A' par lequel passent 
toutes les droites riemanniennes menées par le poiht A. Dans 
l'espace, le point A' est le point de la sphère diamétralement 
opposé au point A ; en tirant la droite AO, on obtient la perspec- 
tive du diamètre de la sphère ; le point A' se trouve sur cette 
droite. Les points A et A' étant sur une droite riemannienne, on a : 



— 11 - 

tirons AD et menons DA' perpendiculairement à AD; nous 
obtiendrons le point A'. 

2". Mener une droite riemannienne par deux points A et B 
non opposés. On trace une circonférence passant par ces deux 
points et l'opposé A' de l'un d'eux. Cette circonférence passera 
aussi par l'opposé du point B. En supposant que le point B 
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Fig. 3. 



converge vers A, on arrive au problème : mener une droite 
riemannienne qui touche une droite euclidienne en A. On i^eut 
de même mener une droite riemannienne formant en A un 
angle donné avec une ligne donnée. 

3** Tracer une droite riemannienne, connaissant son centre 
euclidien. Soit I le centre euclidien ; la droite cherchée coupe la 
circonférence de centre O et de rayon k en deux points opposés 
F et F' ; on trouve le point F en menant O F perpendiculaire- 
ment à O I ; le rayon euclidien de la droite est I F. 
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4'' Trouver les deux pôles d'une droite riemannienne. Soît 
F AB la droite donnée ; les pôles sont les foyers des normales 
rieinanniennes à la droite. Menons la normale EAE' parle 
point A, en appliquant la construction précédente (2") ; le centre 
euclidien de cette normale se trouve à Tintersection G de la tan- 
gente euclidienne A G à la droite A B et de la perpendiculaire 
euclidienne élevée sur le milieu de A A'. La normale EAE' 
détermine les deux pôles cherchés E et E', car ils se trouvent 
sur la droite 01. 

Les centres E et E' se trouvent aussi sur les bissectrices de 
Tangle OFI. En effet, le faisceau des droites qui joignent le 
point F aux points O, I, E, E', est un faisceau harmonique ; or, 
les deux droites FE et FE' sont perpendiculaires, car les points 
E et E' sont opposés, et Ton a 

OE X ÔË' = — fc' =^ — OF' î 

ces deux droites sont donc les bissectrices de l'angle des deux 
autres rayons du faisceau. 

Si Ton donne à la droite A B le sens de A vers B, on prendra 
E comme pôle, de façon que la rotation de E A vers E B s'effectue 
dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre. 

5° Décrire une droite riemannienne d'un pôle donnné E. On 
trouve le second pôle E' en cherchant l'opposé de E ; le centre 
euclidien de la droite est le conjugué harmonique de O par 
rapports aux points E, E'. On trouve, par exemple, le point I 
en construisant l'angle EFI égal à OFFl. On est alors ramené 
au 3° de cet article. 

6** D'un point donné M, abaisser une perpendiculaire MA sur 
une droite donnée FB. Il suffit évidemment de joindre, par une 
droite riemannienne, le point M à l'un des pôles de la droite 
donnée. 

On peut aussi résoudre ce problème par la construction eucli- 
dienne suivante: la droite cherchée est une circonférence qui 
passe par M et son opposé M' ; son centre euclidien se trouve 
donc sur la perpendiculaire élevée au milieu de MM'. Je dis, 
de plus, que ce centre se trouve sur la perpendiculaire I' G à la 
droite O I menée par le point F opposé de I. 
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Celte construction est fondée sur le théorème suivant : les 
centres euclidiens de deux droites rienianniennes orthogonales 
sont des points conjugués par rapport au cercle imaginaire de 
centre O et de rayon ki. Soient F B et M A les droites rieman- 
iiiennes orthogonales ; nous avons démontré (2) que ce sont 
des circonférences orthogonales à la circonférence de centre O 
et de rayon ki. Soient X, Y, les points d'intersection imagi- 
naires de cette circonférence imaginaire avec la circonfé- 
rence AB; les rayons I X et I Y, qui sont normaux à la circon- 
férence réelle, sont tangents à la circonférence imaginaire ; 
donc la droite X Y est la polaire du centre I par rapport h la 
circonférence imaginaire. La troisième circonférence MA est 
orthogonale aux deux autres ; elle les coupe en quatre 
points, les rayons joignant le centre euclidien G à ces quatre 
points sont des tangentes égales aux deux premières circon- 
férences, donc le point (i se trouve sur Taxe radical X Y de 
ces deux circonférences ; on en déduit que le point G se trouve 
sur la polaire du point I, c'est-à-dire que ces deux points sont 
conjugués par rapport à la circonférence imaginaire. 

îl est facile de démontrer que la polaire du point I n'est autre 
que la droite F (i déterminée par 

Orx"ÔT' = — A'; 

c'est la propriété utilisée dans la construction donnée plus haut. 

Cette démonstration devient plus facile en prenant d'abord 
trois circonférences orthogonales réelles ; on démontre facile- 
ment que les centres de deux circonférences sont conjugués par 
rapport à la troisième. Cette propriété étant susceptible d'être 
démontrée par l'analyse, est encore vraie quand l'un des rayons 
devient imaginaii'e. On l'applique alors aux droites rieman- 
niennes et à la circonférence de centre O et de rayon ki, qui 
sont trois circonférences orthogonales. 

Enfin, ce théorème peut encore être démon ti'é en utilisant la 
figure de l'espace. Les droites rienianniennes orthogonales 
sont les perspectives de deux grands cercles orthogonaux ; les 
centres euclidens sont les perspectives des sommcnts des deux 
cylindres circonscrits ; si donc P est le centre de projection, les 
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droites P I et P G, qui projettent ces sommets, sont rectangu- 
laires. Le point G se trouve donc sur la trace d'un plan perpen- 
diculaire à P I, et on reconnaît facilement que cette trace est la 
droite T G, car la section I P I' se rabat en I F T. 

7° Construire, en géométrie riemannienne, la perpendiculaire 
commune à deux droites. On trace la polaire absolue du point 
d'intersection des droites données (5°). 

7. Problème sur le cercle riemannien, 1° Construire un 
cercle, connaissant le centre et le rayon riemanniens. Soient 
(fig. 2) C le centre et C A le rayon donnés. Le centre euclidien S 
se trouve sur la droite O C et sur la tangente euclidienne en A à 
la droite CA ; du point S comme centre, et avec SA pour 
rayon, on décrit un cercle euclidien. 

2° Trouver les deux centres riemanniens d'un cercle donné. 
Les centres cherchés se trouvent sur la droite qui joint le point* 
O au centre euclidien S du cercle donné ; il se trouvent aussi 
sur une normale riemannienne quelconque F A B à ce cercle ; 
ils sont donc déterminés. 

3° Construire l'axe radical euclidien commun de tous les 
cercles riemanniens concentriques à un cercle donné. Je dis 
d'abord que tous les cercles riemanniens qui ont les deux 
mêmes centres C et C, ont pour axe radical commun euclidien, 
la droite UT perpendiculaire sur le milieu de CC. Soit T un 
point quelconque de cette perpendiculaire ; du point T 
comme centre, avec TC pour rayon, traçons une circon- 
férence ; cette circonférence GAC est une droite rieman- 
nienne normale à tous les cercles ; la tangente TA à l'un 
de ces cercles est égale à TC ; les tangentes euclidiennes 
menées par T à tous les cercles sont donc égales ; or, T est un 
point quelconque de TU, donc TU est l'axe radical euclidien. 
11 est facile de voir que la droite T U est un des cercles concen- 
triques ; c'est celui pour lequel le centre euclidien s'échappe à 
l'infini. 

Dans l'espace, les plans des cercles concentriques sont paral- 
lèles ; ils se coupent suivant une droite à l'infini qui perce la 
sphère en deux points imaginaires X et Y ; tous les cercles 
passent par ces deux points ; cette propriété se reproduit en 
projection. Le cercle riemannien, qui se réduit à une droite 
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euclidienne, passe donc par ces deux points ; c'est Taxe radical 
euclidien. La polaire absolue des points G et C passe aussi par 
ces deux points ; c'est l'axe radical riemannien. 

On peut trouver l'axe radical euclidien sans utiliser les 
centres G et G'. Les points G et G' satisfont aux deux conditions 

se X "se' = SA * 

ÔC X ÔC^ = — fc« ; 

Les points (] et G' sont conjugués dans deux involutions. Si 
on soustrait ces deux équations, on trouve une nouvelle équa- 
tion qui détermine le milieu de G G' et qui se traduit en disant 
que le milieu de GG' est le milieu des conjugués des centres des 
involutions, le conjugué de chaque centre étant pris dans l'autre 
involution. Soient K le conjugué de S, H le conjugué de O, 
la droite TU est perpendiculaire au milieu de KH. Remar- 
quons enfin que le cercle de centre O et de rayon ki est ortho- 
gonal à toutes les droites riemanniennes et en particulier à. 
toutes celles qui passent par G et G'; c'est donc un des cercles 
concentriques ; les points communs aux cercles concentriques 
sont par conséquent complètement déterminés : ce sont les 
points imaginaires de la droite T L" qui se trouvent à la distance 
fcî du point O. 

Au lieu de donner un cercle de centre S, on peut aussi donner 
une droite de centre S'. Il est facile de voir que les points H et K 
se confondent en un seul L^. En effet, le conjugué de S' dans 
l'involution de centre O, s'obtient en menant P U perpendi- 
culairement à PS'; mais alors UP est une tangente au cercle S' 
et les points U et O sont conjugués dans l'involution de 
centre S'. L'axe radical commun UT est donc la polaire de O 
dans le cercle S' ou la polaire de S' dans le cercle de centre O et 
de rayon fcî. Gette dernière propriété résulte aussi de ce que 
les centres des droites perpendiculaires à la droite de centre S' 
sont conjugués du centre S' dans le cercle de centre O et de 
rayon fcî. 

4" Déplacer une figure riemannienne invariable dans son 
plan. Sur la sphère, le déplacement se ramène à une rotation 
finie autour d'un axe ou autour de deux centres. Dans ce mou^ 
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vement, tout point A du plan riemannien décrira une circonfé- 
rence autour des deux centres G et C ; si l'on donne l'angle de 
la rotation, on trouvera la nouvelle position du point A en 
menant par C une droite riemannienne faisant l'angle avec la 
droite C A. 

Considérons une rotation riemannienne continue autour des 
mêmes centres ; les différents points du plan décrivent des 
circonférences concentriques, et si ces circonférences font partie 
de la figure mobile, elles glissent sur elles-mêmes. Les droites 
riemanniennes qui passent par les centres de rotation C et C 
forment une famille de circonférences orthogonales aux précé- 
dentes ; cette famille se déplace sur elle-même, en ce sens que 
l'une de ses droites prend la place d'une autre. 

b"" Porter une distance riemannienne AB (fig. 4) à partir d'un 
point C sur une droite CF. 




Fig, 4. 

Il s'agit d'amener la droite AB en CD par une rotation 
riemannienne. Le point A décrira un arc de cercle A G ; soient 
AT et T G les tangentes (inconnues) à ce cercle ; menons aussi 
les tangentes AH et G H aux deux droites. L'angle BAT doit 
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être éfçal à l'angle DCT', car après la rotation, le premier angle 
prend la place du second ; on en conclut que le quadrilatère 
euclidien H ATC est inscriptible au cercle ; on trouve le cercle 
circonscrit en menant une circonférence par les trois points 
H AC ; le point T est au milieu de l'arc AC. Le centre euclidien 
du cercle décrit par le point A, dans le mouvement de rotation, 
se trouve à l'intersection des normales euclidiennes AS et S C. 
On peut alors résoudre le problème proposé, en déterminant 
l'un des centres riemanniens du cercle S A; on joint ce centre E 
aux points A et C par deux droites riemanniennes, ce qui donne 
l'angle de rotation ; on joint E B et l'on construit l'angle 
en BED. Toutes ces opérations se ramènent à des construc- 
tions euclidiennes que nous avons indiquées précédemment. 
On arrive plus rapidement au but en construisant l'axe radical 
UV des cercles riemanniens concentriques au cercle G A (7, 3"). 
Tirons les droites euclidiennes A G Y et V B ; puisque le point V 
est sur l'axe radical des cercles A G et B D décrits pendant la 
rotation riemannienne, nous trouverons un second point B' du 
cercle B D en traçant un cercle euclidien par les trois points 
AC B. Le cercle B D est un cercle qui passe par les points B 
et B' et dont le centre se trouve sur OS; on trace facilement 
ce cercle et l'on obtient le point D. 

8. Cercle riemannien dont les centres et les rayons sont 
partout et la circonférence nulle part. Plaçons-nous d'abord 
dans l'espace à trois dimensions. Glierclions, par l'analyse, le 
lieu des points qui sont à une distance nulle du centre de la 
sphère de rayon k ; on obtient l'équation d'un cône imaginaire, 
c'est le cône isotrope. Dans un mouvement euclidien autour du 
centre O, ce cône isotrope glisse sur lui-même, car la distance 
au centre O est un invariant dans ce mouvement. Le cône 
isotrope coupe la sphère suivant le cercle de l'infini, car si^l'on 
prend un point ayant des coordonnées finies, sur une généra- 
trice du cône isotrope, sa distance au centre O est nulle et il 
faut multiplier ces coordonnées par l'infini pour que cette 
distance devienne égale au rayon de la sphère. Ge cercle ima- 
ginaire possède aussi la ])ropriété de glisser sur lui-même 
dans un mouvement euclidien (juelconque. Gherchons la pro- 
jection stéréographiqiie de ce cercle. Puisque les points du 



— 18 — 

cercle s'échappent à rinfini, les lignes qui les projettent du 
point P seront parallèles aux génératrices du cône isotrope ; 
elles formeront un nouveau cône isotrope de sommet P ; c'est 
la trace de ce cône sur le tableau qu'il faut chercher. Soit r la 
• distance d'un point de cette trace à l'origine O ; la distance de 
cette trace au point P est : 

r* + fc* ; 

or, cette distance doit être nulle en vertu de la définition du 
cône isotrope ; on a donc : 

r* = — fc* ; 

ainsi le cercle de centre O et de rayon fc i glisse sur lui-même 
dans tous les mouvements riemanniens. Si, par exemple, nous 
faisons tourner le plan autour d'un point quelconque C, le cercle 
imaginaire glissant sur lui-même doit avoir le point C^pour 
centre riemannien ; on peut donc dire que le centre de ce cercle 
est partout. Toute droite riemannienne est par conséquent un 
rayon, et la circonférence imaginaire dont il s'agit doit lui être 
orthogonale. Enfin, cette circonférence étant imaginaire, elle 
n'est réellement nulle part. Nous retrouvons ainsi les propriétés 
que nous avons démontrées précédemment avec plus de 
détails. 

9. Points cycliques indépendants du rayon. — Considérons 
un mouvement de rotation autour d'un axe mené par le 
centreO ouunm">uvement sphérique autour d'un centre G (et de 
son opposé). Nous avons déjà fait remarquer que les plans des 
cercles décrits pendant la rotation se coupent sur une droite à 
l'infini qui détermine deux points X, Y de la sphère, communs 
aux circonférences concentriques. Ces points sont immobiles 
pendant la rotation, car ils sont déterminés de la même 
manière avant et après la rotation. 11 y a donc en réalité trois 
axes fixes ; un axe réel O C et deux axes imaginaires O X et O Y. 
Si par le centre de la sphère, on mène un plan perpendiculaire 
à l'axe OC, ce plan coupe le cône isotrope suivant deux droites 
immobiles, car ces droites sont les intersections de deux sur- 
faces invariantes pendant la rotation ; ces droites, qui sont les 
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droites isotropes du plan, sont donc les droites O X et O Y. Les 
trois droites OC, OX, O Y, sont intimement liées Tune à l'autre ; 
le mouvement euclidien autour de O est défini par une certaine 
transformation linéaire et homogène ; les droites immobiles 
dans cette transformation, dépendent d'une équation du troi- 
sième degré. On trouve une droite réelle et les deux droites 
isotropes du plan perpendiculaires à la droite réelle : ce sont 
les droites OC, OX, OY. En projection stéréographique, les 
points X et Y sont les points communs à toutes les circonfé- 
rences riemanniennes de centre C ; ils dépendent de ce centre, 
mais ils sont indépendants de la grandeur du rayon^ La droite 
euclidienne XY est Taxe radical euclidien commun à toutes 
ces circonférences ; c'est la droite réelle TU (flg. 2) que nous 
avons utilisée dans nos constructions. Si Ton imagine une 
rotation riemannienne autour du point C, toutes les circonfé- 
rences glissent sur elles-mêmes, mais les points imaginaires 
XY restent immobiles. Quand le centre C varie de toutes les 
manières possibles, les droites OX et O Y engendrent le cône 
isotrope, donc les points XY du plan se trouvent sur le cercle 
euclidien de centre O et de rayon fci ; ce cercle, dont le centre 
riemannien est partout, appartient d'ailleurs à toutes les 
familles de circonférences riemanniennes concentriques et 
les X • groupes de points X Y se trouvent à la circonférence de 
ce cercle. Si l'on mène les droites riemanniennes C X et C Y, ces 
droites restent immobiles dans la rotation riemannienne autour 
deC; ce sont les droites riemanniennes isotropes du point C. 
La limite relative du mouvement riemannien d'une ligure 
infiniment voisine de C est un mouvement euclidien ; donc les 
tangentes en C aux droites CX etCY sont les droites eucli- 
diennes isotropes du point C. 

La considération de la figure de l'espace conduit à une nou- 
velle construction de l'axe radical euclidien commun à toutes 
les circonférences riemanniennes concentriques à une circonfé- 
rence donnée. Puisque les points X, Y de l'espace s'échappent 
à l'infini, les lignes projetantes PX, PY sont parallèles à OX 
etOY ; le plan PXY est donc parallèle au plan OXY, c'est-à- 
dire au plan du cercle donné; la trace du plan PXY sur le 
tableau est donc la droite euclidienne XY du tableau, c'est-à* 
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dire Taxe radical cherché. On peut trouver cette trace par la 
géométrie descriptive. Prenons le tableau comme plan vertical 
de projection ; prenons comme plan horizontal un plan O S 
(fîg. 2) normal au tableau ainsi qu'aux plans des cercles concen- 
triques. En rabattant ce plan sur le tableau, on obtiendra, en 
vraie grandeur, la section faite par ce plan sur la sphère ainsi 
que les rayons PR, PR' qui projettent les points de la circon- 
férence AS situés dans ce plan ; on en déduit la trace horizon- 
tale RR' du plan de cette circonférence ; la trace horizontale du 
plan PXYest la droite PU parallèle à RR'; on obtient immé- 
diatement la trace verticale UT de ce plan, c'est Taxe radical 
clierché. Cet axe radical peut otre aussi considéré comme l'une 
des circonférences riemanniennes concentriques ; c'est, dans 
l'espace, la circonférence déterminée par le plan PU, UT ; sa 
projection stéréographique se confond avec la trace de son plan, 
parce que le centre.de projection est dans son plan. 

Cette construction permet aussi de trouver la perspective I du 
centre du cercle AS de l'espace; ce centre est évidemment le 
milieu de la corde RR' ; le point I se trouve sur la droite qui 
joint ce milieu au point P. On reconnaît immédiatement que les 
points U et 1 sont réciproques dans le cercle AS ou que I est le 
pôle de la droite UT par rapport à ce cercle, car les droites PU, 
PI, PR, PR', forment un faisceau harmonique. La propriété de 
l'axe radical commun , d'être la polaire commune des perspec- 
tives des centres des cercles résulte aussi de la considération de 
l'espace; la droite de l'infini commune à tous les plans des 
cercles est évidemment la polaire de tous les centres ; cette 
propriété doit se retrouver en perspective. ; 

10. DlstnnceH riemanniennes, — On obtient la distance 
riemannienne entre deux points en joignant ces deux points 
par une droite riemannienne et en mesurant la longueur de 
l'arc correspondant de la sphèr^?. On peut résoudre ce problème 
par la géométrie descriptive, mais on arrive plus facilement 
au but en utilisant le théorème suivant. 

Théorème, On donne deux droites riemanniennes qui so 
coupent en A ; à un point B de l'une des droites (fig. 5), on fait 
correspondre un point C tel que les dislances riemanniennes 
A B et AC soient égales ; je dis que la droite euclidienne 13C 
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passe par un point fixe F cjui est le centre euclidien de la bis- 
sectrice riemannienne de l'angle B A C. 

En effet, dans l'espace, les deux droites riemannîennes sont 
(les grands cercles ; le plan bissecteur des plans de ces deux 
f^rands cercles est un plan de symétrie ; la droite B C est la 




droite qui joint deux points symétriques, elle est perpendicu- 
laire au plan de symétrie et, par conséquent, parallèle aux 
génératrices du cylindre circonscrit à la sphère le long de la 
bissectrice. En perspective, les droites parallèles passent par 
un point de fuite et ce point est le centre euclidien de la bissec- 
trice. Ce point F s'obtient en menant la bissectrice extérieure 
euclidienne de l'angle BAC et la bissectrice analogue pour 
l'angle opposé A' ; il se trouve aussi sur la perpendiculaire 
élevée au milieu de A A'. 

Ce théorème est applicable à deux droites quelconques ; 
mais pour mesurer une distance B D ([uelconcpie, nous pren- 
drons, comme seconde {droite riemannienne, la circonférence 
de centre o et de rayon k ; la distance B D est égale à la dis- 
tance G E ; or, l'arc C E se confond avec sa projection stéréogra- 
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phique, il suffit do;nc de mesurer C E au moyen d'un mètre 
circulaire euclidien. On peut aussi mesurer Tangle G O E au 
moyen du rapporteur et en déduire la longueur de l'arc C E par 
un petit calcul. On peut évidemment, en utilisant la droite de 
rayon k et le mètre circulaire, porter des distances sur une 
droite quelconque, multiplier ou diviser les distances par une 
quantité quelconque, mais l'application du calcul aux distan- 
ces ne constitue pas une construction de géométrie pure. 

Remarques. — Si deux voyageurs riemanniens partent de A 
avec la même vitesse et parcourent les deux droites A B et 
A C, un observateur euclidien placé en F verra constamment 
les deux voyageurs dans le même alignement. Il est possible 
également de placer un observateur riemannien, c'est-à-dire 
un observateur qui verrait suivant les droites riemanniennes, 
de telle manière que les deux voyageurs lui paraissent dans le 
même alignement ; il faut alors placer l'observateur sur l'un 
ou l'autre des centres riemanniens de la bissectrice rieman- 
nienne de l'angle B C. En effet, la droite riemannienne B G 
forme un triangle isocèle A B C ; la droite B C est normale à la 
bissectrice de l'angle A et passe par les deux centres de cette 
bissectrice. 

Remarquons aussi que l'on pourrait réunir les points B et C, 
D et E, par des circonférences riemanniennes de centre A ; cette 
construction serait la plus simple, si l'on disposait d'un conoipas 
riemannien conforme à la géométrie que nous considérons ; 
mais quand on ne dispose que d'instruments euclidiens, la j 
construction basée sur le point F est la plus simple. i 

11. Distances égales sur une même droite. — On donne un 
point A (lig. 6) sur une droite riemannienne ; à un point B, on 
fait correspondre un point C tel que les distances rieman 
niennes A B et A C soient égales ; je dis que la droite 
euclidienne B C passe par un point fixe F qui se trouve à 
l'intersection des tangentes euclidiennes à la droite au point A 
et à son opposé A'. En effet, les droites A C et A B forment un 
angle égal à deux droits ; la bissectrice euclidienne extérieure 
est la tangente A F ; de même, la tangente A' F est la bissectrid 
extérieure de l'angle opposé. En vertu du théorème précédent, 
la droite B G passe par le point F. On peut démontrer directemen 



cette proposition, en remarquant que, dans l'espace, la droite 
B G est parallèle aux tangentes en A et en A' ; en perspective, 
ces trois droites passent par un môme point. 




Fig. 6. 



Dans l'espace, le point F se trouve à l'infini, c'est-à-dire sur 
Ja polaire du centre O. En perspective, cette polaire devient 
l'axe radical commun à tous les cercles concentriques à la 
droite donnée ; c'est aussi la polaire du centre euclidien de la 
droite par rapport au cercle de centre O et de rayon fc i. 

12. Prohlèmes, — 1" Mener une droite riemannienne perpen- 
diculaire au milieu d'une autre droite CB (fig. 6). Soient A le 
milieu inconnu de la droite G B, A' l'opposé de A ; la droite 
euclidienne BG et la droite B'G' qui joint les opposés de B et 
de G, doivent passer par le point F ; ce point F est donc déter- 
miné. On trouve les points A et A' en menant les tangentes 
FA et FA' à la droite donnée ; on obtient la perpendiculaire 
ciierchée en traçant un cercle euclidien du point F comme 
centre avec SA pour rayon. 

2" Porter une distance G D sur la même droite G D à partir 
d'un point donné B. 

Soient encore A le milieu de la droite GB, A' l'opposé de A, 
F le point de rencontre des tangentes A F, A' F à la droite. Les 
droites BG, DE, B'G' doivent passer par F ; on trouve ce point 
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én menant les droites BG et B'C ; on détermine le point ïî en 
tirant la droite FD. 

3' Porter une distance AB sur une autre droite riemannienne 
à partir d'un point quelconque G de cette droite. Nous avons 
déjà résolu ce problème (7, 5", fig. 4) ; on peut aussi porter le 
segment AB dans une certaine position sur la nouvelle droite, 
en appliquant la construction indiquée (fig. 5) pour porter BD 
en GE ; on est alors ramené au problème précédent. 

4** On peut se proposer de porter, sur une circonférence 
riemannienne, une suite de points équidistants. 

Soit A (fig. 7) un point d'une circonférence riemannienne ; 
à un point B, on fait correspondre un point G tel que les 
arcs AB et A G soient égaux ; la droite euclidienne BG 




passe par un point fixe, car les droites B G de l'espace sont 
parallèles aux tangentes au cercle au point A et au point 
diamétralement opposé A' ; en perspective, ces droites passent 
par un môme point F. On pourrait obtenir le point A' en menant 
un diamètre riemannien par A, c'est-à-dire une normale 
riemannienne à la circonférence ou une droite passant par lo 
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centre riemannien et le point A ; mais il est plus simple de 
chercher la perspective I du centre du cercle de l'espace ; on 
obtient ce point par la construction indiquée précédemment. On 
remarquera que le point F est conjujçué du point I dans la 
circonférence donnée, le point F se trouve sur la polaire de I 
qui est Taxe radical euclidien de toutes les circonférences 
concentriques à la circonférence donnée. 

Pour porter l'arc riemannien A B en A C, on tire A I A' ; on 
trouve F ; le point G est sur la droite euclidienne F B. 

Pour porter l'arc A C en C D, on tire G I G', on trouve F' en me- 
nant les tangentes F G et F' G' ; le point D se trouve sur la 
droite euclidienne F' A. Au moyen des points F et F', on peut 
trouver une suite indéfinie de points équidistants. Le point F 
donne les points D et H ; en revenant au point F, on déduit les 
points E et K des points D et H, et ainsi de suite. 

On peut aussi mener une perpendiculaire riemannienne au 
milieu d'un arc B G. On trouve le point F en joignant les points 
B, C et leurs opposés B' et G' sur la circonférence, par deux 
droites euclidiennes ; on mène la tangente F A et du point F 
comme centre, on décrit une circonférence euclidienne avec 
F A pour rayon. Il est facile de voir que cette circonférence est 
le diamètre riemannien qui passe par les points A et A', car 
A F et A' F sont deux rayons euclidiens de ce diamètre puisque 
ce dernier est normal en A et en A' à la circonférence donnée. 

13. Trigonométrie. — Les formules du triangle sphérique 
sont applicables au triangle rectiligne riemannien, puisque les 
cotés, les angles, la surface de ce triangle doivent être mesurés 
sur la sphère. Dans la géométrie riemanienne que nous consi- 
dérons, le triangle rectiligne riemannien est un triangle plan 
formé par trois arcs de cercle de puissance — k* par rapport 
au centre O ; les angles sont les angles euclidiens, mais les côtés 
doivent être ramenés, par une construction connue (10) sur la 
droite riemannienne vue en vraie grandeur euclidienne; de sorte 
que si la droite BD de la figure 5 est le côté d'un triangle, les 
lignes trigonométriques relatives à ce côté s'appliquent à 
l'angle GOE. La surface du triangle est égale à l'excès spliérique 
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iilultiplié par la moitié du carré du paramètre.; maïs ce n'est 
pas la surface euclidienne du triangle, c'est l'intégrale des 
éléments de surface euclidienne multipliés par une variable 
égale au carré du rapport de similitude que nous avons désigné 
par i. 

14. Problèmes sur le triangle. — Les éléments principaux 
d'un triangle riemannien sont les côtés a, />, c, et les trois angles 
A, B, G ; on peut se proposer de construire un triangle rieman- 
nien, connaissant trois de ses éléments. Lorsqu'on donne trois 
côtés ou deux côtés et un angle, la construction du triangle est 
analogue à celle d'un triangle rectiligne ordinaire ou d'un 
triangle sphérique ; les arcs de cercles qu'il faut tracer sont des 




Fig. 8. 
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arcs de cercles riemanniens, mais nous savons les construire 
par le compas euclidien. Nous prendrons successivement les 
autres cas. 

Construire un triangle riemannien connaissant un côté et 
deux angles. Lorsque les angles donnés sont adjacents au côté 
connu, le problème revient à mener deux droites faisant des 
angles donnés avec une droite connue ; nous avons résolu ce 
problème précédemment. Prenons donc le cas où l'on donne un 
côté AB (fig. 8), l'angle A, l'angle G. On connaît le côté AB; au 
moyen de l'angle A, on peut construire la droite A D sur 
laquelle se trouve le sommet G ; il s'agit alors de mener, par le 
point B, une droite riemannienne faisant un angle donné G 
avec une droite donnée AD. On peut résoudre ce problème en 
construisant le pôle absolu de la droite inconnue B G. Ge pôle 
se trouve d'abord sur la polaire du point B. Ensuite, les droites 
GB et GA faisant un angle G, leurs pôles se trouvent à une 
distance fc G ; on cherche le pôle de AG, les pôles de toutes les 
droites qui coupent la droite A D sous un angle G se trouvent 
sur une circonférence riemanienne ; on construit l'angle G en 
A D E, on cherche le pôle de D E ; on obtient un point de cette 
circonférence ; comme son centre riemannien est connu, on 
peut la tracer ; elle coupe la polaire du point B au pôle de la 
droite BG ; on peut alors tracer cette dernière. 

Mais le problème proposé peut être résolu par une méthode 
beaucoup plus simple. Soit ABG le triangle inconnu ; construi- 
sons l'angle G en A DE; donnons au triangle riemannien ABG 
un mouvement riemannien tel que le côté A G glisse sur AD, 
le point G venant en D ; le point B décrit une circonférence 
riemannienne concentrique à la droite AD; on peut tracer cette 
circonférence en utilisant l'axe radical commun qui est ici la 
polaire du centre euclidien de AD par rapport au cercle de 
centre O et de rayon fc î ou la polaire de O dans le cercle A D. 
Remarquons que dans ce mouvement, l'angle E B G vient se 
placer en HED; la droite BG est donc déterminée par Tangle 
EBG qui est égal à l'angle connu HED. Si l'on mène les tan- 
gentes euclidiennes ET, BT à la circonférence EB, ainsi que 
les tangentes EB et BR aux droites ED et BG, le quadrilatère 
RETB est inscriptible au cercle. Le point R s'obtient donc sur 
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la droite connue E R, en menant une circonférence par les trois 
points ET B. Connaissant la tangente B R, on trouve aisément le 
centre euclidien de la droite B C ; il se trouve sur la normale à 
BR et il est à égale distance du point B et de son opposé. 

Proposons-nous, enfin, de construire un triangle rieniannien, 
connaissant les trois angles A, B, C. 

Nous placerons (fig. 9) le sommet C au centre O de la sphère 




Fig. 9. 

idéale; les côtés OA et OB sont des droites euclidiennes. La 
droite AB est une circonférence de puissance — fc* par rapport 
à l'origine. Supposons le problème résolu; soit S le centre 
euclidien de la droite AB, le paramètre fc est la perpendicu- 
laire O K à O S ; menons les tangentes AT et BT à la droite, les 
directions de ces tangentes sont déterminées par les angles 
A et B ; Tangle extérieur de ces tangentes est précisément 
l'excès sphérique du triangle. Il est facile de voir que Ton peut 
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construire une ligure semblable à la ligure inconnue ; on peut 
même dire que Ton peut construire la ligure elle-même, si 
Topérateur peut choisir à sa guise le centre O et le paramètre fc. 
En effet, construisons l'angle B en DBT; prenons BT arbitrai- 
rement ; construisons l'excès sphérique en ATE, portons TA 
égal à T B; construisons l'angle A en TA F ; les droites A F et 
BD se coupent en un point O; traçons ensuite la circonférence 
qui touche les droites AT et TB ; le centre S se trouve k l'inter- 
section des normales AS et BS; menons enfin la droite OK 
perpendiculairement à O S et prenons O K comme paramètre. Il 
est évident que le problème est résolu; la circonférence A B 
est une droite riemannienne, car sa puissance par rapport a 
l'origine est — fc' ; les angles A et B sont égaux aux angles 
donnés par construction; enfin, l'angle AOB se déduit de la 
somme des angles du cpuidrilatère OATB, et l'on reconnaît qu'il 
est égala Cà cause de la valeur donnée à l'angle ATE par 
construction. 

Si l'on donne un autre centre O et un autre paramètre / , il 
suffit de transformer la figure par une homothétie déterminée 
par le rapport de similitude et deux points homologues. 

On peut demander de mesurer les côtés ou de construire 5 les 
angles 

abc 

K IÇ K 

il suffit de rapporter les côtés sur la droite rieniiinnienne de 
rayon A. Pour obtenir le côté fc, on mène le diamètre M G' 
perpendiculaire à OA ; on tire MA ; on obtient b en mesurant 
C'A' par un mètre euclidien ; on obtient l'angle correspondant 
en A' OC. Cette construction résulte de ce que la bissectrice de 
l'angle extérieur formé par la droite H AO et la droite H KC est 
précisément H M. On trouve les deux autres côtés et les angles 
correspondants de la même manière. 

Nous remarquerons que la construction de la figure 9 donne 
une résolution très simple du trièdre euclidien déterminé par 
ses trois angles ; c'est un résultat indépendant de la géométrie 
riemannienne ; c'est une perspective spéciale du triangle sphé- 
rique qui correspond au trièdre. 
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La simplicité de la construction provient de la position parti- 
culière que nous avons donnée au sommet G. On peut simplifier 
les autres problèmes de la même manière ; ainsi, si l'on donne 
deux côtés et l'angle compris, on construira l'angle en AOB ; on 
portera les côtés OxV et OB et l'on joindra les points A et B par 
une droite riemannienne ; on aura immédiatement l'excès 
sphérique en ATE et l'on déduira la surface. Si, au lieu de 
donner les côtés O iV et O B en position, on donne les angles 
correspondants, on les portera en C O A' et G O B" et l'on en 
déduira les points A et B. Legendre a donné une construction de 
l'excès sphérique d'un triangle sphérique déterminé par deux 
côtés et l'angle compris, mais elle exige le calcul d'une expres- 
sion trigonométrique ; la construction qui précède appartient 
à la géométrie pure. 

Il y a d'autres positions du triangle riemannien qui simpli- 
fient certains problèmes; ainsi, le problème de la figure 8 serait 
immédiatement résolu, si l'on prenait la droite AD sur la droite 
riemannienne de rayon k ; on reconnaît facilement que la 
rotation riemannienne de B G en D E est une rotation euclidienne 
autour de O ; le point B décrit une circonférence euclidienne 
autour de O ; l'angle DO G est alors égal à l'angle EO B, ce qui 
détermine le point G. 

Quand on exige que le triangle riemannien soit dans une 
position déterminée, en se donnant un sommet et la droite sur 
laquelle se trouve un côté adjacent, on peut d'abord construire 
le triangle dans la position la plus favorable ; il suffit de trans- 
porter un côté sur la droite donnée et d'utiliser les angles 
adjacents pour obtenir le triangle définitif. 

On peut aussi utiliser les positions les plus -favorables du 
triangle riemannien pour démontrer certains théorèmes. 
Exemple: on demande le lieu géométrique des sommets des 
triangles riemanniens qui ont môme base et même surface. 
Nous placerons la base en O A (fig.9), le lieu du point B est une 
droite euclidienne passant par l'opposé F du point A ; en efîet, 
l'excès sphérique, qui reste constant, est l'angle 2 AFB. Or, la 
droite euclidienne FB est une circonférence riemannienne qui 
l)asse par le point F op[)osé de A et l'infini qui est l'opposé 
de O, Si donc, le triangle est amené dans ime position quelcon- 
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que, le lieu géométrique du sommet est une circonférence qui 
passe par les opposés des extrémités de la base. 

15. Propriétés diverses. — Toutes les propriétés de la géomé- 
trie sphérique sont applicables à la géométrie riemannienne ; 
à toute figure, on peut faire correspondre une autre figure qui 
en est la polaire absolue, de sorte que toute propriété en fournit 
généralement une seconde. Toutes ces propriétés peuvent être 
considérées comme des propriétés de la géométrie plane eucli- 
dienne ; il suffit de ramener les distances sur le cercle de centre 
O et de rayon k et de remplacer l'expression droite rieman- 
nienne par circonférence orthogonale à la circonférence de 
centre O et de rayon fc i. On peut môme dire : circonférence 
orthogonale à une circonférence fixe, car le centre O est quel- 
conque, le paramètre fc est aussi quelconque, et nous verrons 
plus loin que fcî pnut être réal (géométrie lobatschewskienne). 
Les propriétés de la géométrie de position et les propriétés qui ne 
contiennent que les angles sont les plus intéressantes, car elles 
sont applicables sans aucune réticence. Nous nous bornerons à 
quelques exemples (i). 

Si d'un point S extérieur à un cercle riemannien dont l'un 
des centres est G, on mène une sécante qui coupe la circonfé- 
rence riemannienne en deux points A et B, on a : 

, SA .SB 

tg Y^ X tg -^ = constante. 

Pour démontrer cette proposition, on se donne les côtés S G, 
G A et l'angle S du triangle SGA; on demande le côté SA. 
On applique la formule fondamentale de la trigonémétrie qui 
contient les trois données et le côté inconnu x par le sinus et le 
cosinus de l'angle qu'il mesure ; en exprimant le sinus et le 
cosinvis par la tangente de la moitié de l'angle, on trouve une 
équation du second degré qui indique que le produit des racines 
est indépendant de l'angle S ; comme les valeurs de x qui 
répondent à la question sont S A et S B, la formule est démon- 
trée. 

(i) On trouvera de nombreusos propriétés de la géométrie sphérique 
dans les Levons de trigonométrie par A. Camhier, Bruxelles, Gastaigne. 
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Pour trouver la propriété corrélative, considérons un cercle 
riemannien décrit dans le sens de la flèche (fig. 10) et une droite 
riemannienne fixe S ; par un point de cette droite, menons des 
tangentes riemanniennes A et B ; on a : 




constante. 



Fig. 10. 

En effet, le cercle considéré est l'enveloppe de ses tangentes ; 
on donne à ces tangentes riemanniennes le sens qui correspond 
au sens du cercle ; les pôles de ces tangentes se trouvent sur un 
cercle concentrique ; les rayons des deux cercles sont complé- 
mentaires. (Si le sens du cercle changeait, le cercle polaire serait 
remplacé par son opposé.) Les pôles de la droite fixe et des 
tangentes A et B donnent : un point fixe S et deux points A et B 
sur une môme droite. On peut donc appliquer la proposition 
connue. Quand les pôles ^décrivent les droites SA et SB, 
les polaires] tournent enfdécrivant les angles bien déter- 
minés SA et SB ; cela démontre le théorème. On a aussi : 

SA = •:: — a , 
SB -= ? ; 
la formule peut encore s'écrire 

tg -2- : tg -^ = constante. 

Si, d'un point S,} on mène deux sécantes SAB, S DE à un 
cercle, on a : 

SA SB SD SE 

^Yk- '^Yk- -^ Yk ' ^«tk ' 
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c^est la condition pour que le quadrilatère ABDE soit inscrip- 
tible au cercle ; dans le quadrilatère circonscrit, on a : 



•«T . 




a 
^ 2 


a' 



Cette dernière propriété appartient à la géométrie euclidienne 
pure ; il suffît de dire que les côtés A, B, D, E du quadrilatère 
et la diagonale S sont des circonférences orthogonales à une 
circonférence fixe ; le quadrilatère est rectiligne quand la cir- 
conférence fixe est à l'infini. Dans la figure 10, nous avons 
supposé k assez grand pour que les droites riemanniennes 
soient approximativement des droites euclidiennes'.Nous ferons 
la même hypothèse dans la figure suivante. 

L'axe radical riemannien de deux cercles est la droite 
riemannienne qui passe par les points d'intersection A et B réels 
ou imaginaires des deux cercles; si d'un point S de l'axe 
radical I, on mène des tangentes aux deux cercles, les quatre 
tangentes sont égales. Cette proposition s'obtient en appliquant 
la propriété des sécantes, à la sécante S A B et à l'une des quatre 
tangentes. Nous obtiendrons facilement la propriété corrélative. 

Considérons deux cercles riemanniens décrits dans un sens 
déterminé (fig. 11) ; il y a deux tangentes communes en position 
et en sens ; par leur point d'intersection I, menons une droite 




Fig, 11. 
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rîemannienne quelconque S. Dans la figure réciproque, les 
points A et B sont les points d'intersection des circonférences 
réciproques ; le point S et les points A et B se trouvent sur la 
polaire de I ; cette droite S AB est Taxe radical ; le point I est 
son pôle. Les quatre tangentes égales menées par S aux deux 
circonférences réciproques, mesurent les 4 angles sous lesquels 
la droite S coupe les deux cercles donnés ; ces quatre angles 
sont donc égaux. Le point I, au point de vue des angles, peut 
être considéré comme un centre de similitude, quoiqu'il n^ »it 
pas de similitude en géométrie riemannienne. L'axe radical est 
normal à la ligne des centres ; donc cette ligne des centres CC 
passe par le centre de similitude. Si l'on change le sens de l'un 
des cercles, on obtient deux autres tangentes communes et un 
autre centre de similitude ; il n'y a pas contradiction dans la 
figure réciproque ; le changement de sens du cercle C, par 
exemple, aurait pour effet de conduire à un autre cercle réci- 
proque opposé du premier ; de sorte que les points A et B ne 
sont plus les mêmes. 

On démontre facilement que les axes radicaux riemanniens 
de trois cercles se coupent en un même point qui est le centre 
radical. Gomme proposition corrélative, on trouve que les cen- 
tres de similitude de trois cercles riemanniens sont sur une 
droite riemannienne qui est la polaire du centre radical. On 
trouve quatre de ces droites en changeant le sens des cercles 
donnés. 

Ces propriétés appartiennent à la géoniétrie euclidienne pure ; 
il suffit de dire que les lignes A, B, S de la figure 11 sont des 
circonférences orthogonales à une circonférence fixe ; le centre 
de similitude des deux cercles est le point d'intersection des 
deux circonférences de cette espèce qui touchent le cercle ; les 
centres de similitude de trois cercles sont sur une circonférence 
de même espèce. Il est bien évident que les opposés des centres 
de similitude sont aussi des centres de similitude. Les pro- 
priétés des axes radicaux sont aussi des propriétés de la ; 
géométrie euclidienne pure, mais quand on parle de tangentes | 
égales, il est sous-entendu qu'il faut ramener ces tangentes 
sur une certaine circonférence cpii peiit même devenir imagi- 
naire lorsque li est imaginaire. i 
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16. Coordonnées, — Nous pouvons (fig. 1) déterminer les 
points de la sphère en prenant les trois axes rectangulaires 
x^ X, X, ; les trois coordonnées d'un point satisfont à l'équa- 
tion 

x: + x] + x:=^ k* (1). 

Les coordonnées a;, y de la projection stéréographique 
s'obtiennent par les équations 

JE.. = Ji^ ^ ^...^ = , (2). 

X y k ^ ' 

Réciproquement, connaissant les coordonnées x, y d'un point 
du plan, on peut trouver les coordonnées dii point correspon- 
dant de la sphère ; on tire d'abord les coordonnéees x„, x,, x, 
en fonction de À par les équations (2) ; on trouve / en expri- 
mant que ces coordonnées satisfont à l'équation (1). Nous 
poserons 

X' -f y' = r* (3); 



on trouve : 



et ensuite 



2 k' 



X, -^ /. X 

fc' — r' i 

Au moy^n des formules (5) et en utilisant (4), on peut former 
l'expression de l'élément linéaire ds de la sphère; on trouve : 

ds' =- À* {dx' + dy') 

d'où l'on peut démontrer que la représentation stéréographique 
est une représentation conforme. 

17. Coordonnées homogènes, — Puisque les coordonnées 
ordinaires x, y d'un point du plan peuvent être calculées, 
quand on donne les coordonnées x,,, x,, x,, on peut considéror 
ces dernières comme des coordonnées d'un point quelconque 
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du plan; le point du plan est donc déterminé par trois coordon- 
nées satisfaisant à l'équation (1). On peut aussi déterminer un 
point du plan ou de la sphère en donnant trois quantités 
a, h, c proportionnelles à x,, x,, Xo ; ces trois quantités peuvent 
être choisies arbitrairement, mais leurs rapports seuls inter- 
viennent dans la détermination du point ; on a alors : 

Il ^^ T) '^ 'c ^ '' ' 

on trouve p en exprimant que les coordonnées satisfont à 
l'équation (1) ; on obtient : 



y/a* ^ h' -{- c' 

On voit que trois coordonnées homogènes déterminent deux 
points opposés de la sphère ou deux points opposés de la géo- 
métrie riemannienne. Les coordonnées homogènes sont les 
coefRcients de direction d'un rayon de la sphère; il y a deux 
points de la sphère sur ce rayon prolongé dans les deux sens. 
11 n'est pas nécessaire de changer de notation pour passer aux 
coordonnées homogènes, il suffit d'écrire 

et deux autres équations semblables ; dans le second membre, 
on peut faire varier les coordonnées dans un rapport constant ; 
on peut donc les considérer comme des coordonnées homo- 
gènes. Les coordonnées Xo, x,, x, sont alors les coordonnées 
d'un point quelconque d'un rayon de la sphère. 
On peut aussi adopter la coordonnée vectorielle 

e =^ Xo Uo -{- X, u, H- X. îi,, 

les M représentant les vecteurs unités dirigés suivant les axes 
de l'espace ; la longueur du vecteur e est k ou quelconque, selon 
que Ton adopte des coordonnées ordinaires ou homogènes. 

Toute ligne du plan peut être représentée par une équation 
homogène, car cette ligne correspond à une ligne de la sphère, 
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et cette dernière peut être considérée comme la directrice d'un 
cône dont le sommet est au centre O de la sphère ; l'équation 
de ce cône est l'équation homogène de la ligne donnée. Il faut 
cependant remarquer que ce cône coupe la sphère suivant deux 
courbes opposées , à moins que la branche unique soit elle- 
même son opposée. Les équations homogènes représentent donc 
des courbes riemanniennes telles qu'à chaque point correspond 
un autre point qui est son opposé. On peut dire aussi que ces 
courbes se reproduisent par une inversion euclidienne de para- 
mètre — fc*. 

Une courbe riemannienne est dite d'ordre n, quand elle est 
représentée par une équation homogène de degré n. Si l'on 
change les axes coordonnés ou si l'on donne à la courbe un 
mouvement rieniannien sans déformation, le degré de l'équa- 




Fig. 12. 
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iLon ne change pas, car les formules de transformation Sont 
linéaires et homogènes. La courbe d'ordre ri est coupée par 
une droite riemannienne quelconque en n paires de points 
opposés ; en effet, l'équation de la droite est du premier^degré ; 
il y a deux rapports de coordonnées à déterminer; en éliminant 
l'un de ces rapports, on trouve une équation de degré yi ; il y a 
donc n rapports et pour chacun d'eux, une paire de points 
riemanniens opposés. 

18. Interprétation riemannienne des coordonnées. — Imagi- 
nons dans l'espace un système quelconque de trois axes rectan- 
gulaires ; ces axes déterminent les sommets y„, y,, y, d'un 
triangle riemannien tri-rectangle (fig. 12). La coordonnée y„ 
d'un point A est 

Yo = k cos -^^'''; 

c'est le cosinus de la distance au sommet yo, le cosinus étant 
pris linéairement dans un cercle de rayon fc. Les trois coordon- 
nées sont donc les cosinus des distances du point aux trois 
sommets d'un triangle tri-rectangle. Si du point A, on abaisse 
une perpendiculaire riemannienne AB sur le côté y, y., on a 
aussi 

, . AB 

yo = fc sm — - — ; 

K 

il faudra donner un signe à la distance AB. Les trois coor- 
données sont donc aussi les sinus des distances du point aux 
trois côtés d'un triangle tri-rectangle. Dans les traités de géo- 
métrie non euclidienne on adopte ordinairement les coordon- 
nées de Weierstrass ; on considère deux droites riemanniennes 
rectangulaires y«y,,yoy, ; les coordonnées y, y, sont les 
sinus des distances à ces deux droites ; mais la troisième 
coordonnée est 

yo Ayo 

j, ^ __^_ .. eos -^ . 

Ces coordonnées sont introduites sans faire allusion à la 
sphère ; la relation entre les trois coordonnées est déduite de la 
trigonométrie riemannieime. L'avantage de la nouvelle coor- 
donnée p est qu'elle est toujours réelle tandis que y^ devient 
imaginaire avec k dans la géométrie lobatschewskienne. Au 
point de vue où nous nous plaçons, il vaut mieux conserver les 
trois coordonnées ordinaires du point de la sphère ; nous 
emploierons souvent la coordonnée vectorielle. 



— so- 
lo. Interprétation euclidienne des coordonnées. — Soient : 
a, />, c les cosinus de directions de l'axe yo (fig. 12) par rapport 
aux axes primitifs x^ x, x, ; on a : 

a* + // + c* = 1 , 

Xo = aœ, + bœ^ + cx^. 

% 

Remplaçons x^, x,, x^ par leurs valeurs tirées des équa- 
tions (5) ; on a : 

/ / . fc' — r* \ 

ro - ^ [^2ax + 2/)y + c j^ J- 

En égalant cette valeur à zéro, on obtient l'équation eucli- 
dienne de la droite riemannienne y, y, ; on reconnaît que la 
droite riemannienne est une circonférence de puissance — A* 
par rapport à l'origine. On trouve facilement les coordonnées 
du centre euclidien et le rayon euclidien ; ce dernier est : 

fc 

R - H ; 

c 

le rayon positif s'obtient en prenant un signe convenable ; nous 
prendrons 

fc 

R = 

c 

en donnant au rayon un signe contraire à c ; la valeur de y^ 
peut s'écrire 

^ 

Yo = "2" ^' 

Y^ désignant la puissance euclidienne de la droite y, y, par 
rapport au point dont on veut déterminer les coordonnées. On 
peut faire le môme raisonnement pour les deux autres coordon- 
nées et dire que les coordonnées homogènes y^ y, y, sont des 
quantités proportionnelles aux puissances euclidiennes des 
côtés du triangle de référence, divisées par les rayons eu'clidiens 
de ces côtés. 

Lorsque le triangle de référence est x„ x, x, , deux côtés sont 
des droites euclidiennes et la définition des deux coordonnées 
circulaires correspondantes devient illusoires. Mais on trouve 
directement par les formules (5) ou en donnant des valeurs 
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convenables aux cosinus de la valeur Yo, que les coordonnées 
homogènes Xo x, x^ sont proportionnelles à. 

X, r 2y, ' 

fc« — r* 



X, 



fc 

On pourrait prendre comme coordonnées les X ou les Y eux- 
mêmes, mais alors il y a une relation entre les trois coordon- 
nées d'un point, cette relation est facile à établir ; elle n'est 
pas homogène. On peut en faire abstraction en prenant comme 
coordonnées homogènes des quantités proportionnelles aux X 
ou aux Yx. 

20. Formule de la distance. — La distance de deux points 
est la longueur de l'arc de grand cercle qui joint les points 
correspondants de la sphère ; en la divisant par fc, on obtient 
l'angle des rayons de la sphère qui passent par les deux points. 
Soient : e et e' les vecteurs de ces points, l la distance ; on a 

cos — - ^ - ^-^'o+-^-^^' + ^ - ^'* m^ 

cos ^ - ^^^ - -— (b> 

En remplaçant les coordonnées sphériques par leurs valeurs 
tirées, des formules (5), on a : 



l /l' \ (// — r*) (A* — r") 



^^^ 17 = -rr- \ i'^' + yy' + 



(7) 



A- ~ A* r^-^ I *^^ I 4 /^« 

Soient : <^ l'angle des rayons vecteurs euclidiens r et r', 
d la distance euclidienne des deux points, on a : 

X X -{- y y = r r cos c^ = — ' • 

En portant cette valeur dans le cosinus de la distance, on 
trouve après quelques calculs 

cos — = 1 ^ -- .y (8) 

l ^ V / ^ ^z _ S ^ 

'2k ~ "277 ^ '''^ ^ s^/\t<* -\-r'){k* + r'') ^*^ 



sin 
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21. Géométrie du point et de la droite, — Prenons le centre 
de la sphère idéale comme origine des coordonnées vecto- 
rielles ; réquation d'un plan passant par l'origine est 

èâ= (10); 

e est la coordonnée vectorielle d'un point du plan, a est un 
vecteur normal à ce plan. Cette équation représente aussi un 
grand "cercle, quand on sous-entend que le poiùt est sur la 
sphère ; c'est donc l'équation d'une droite rieraannienne. On 
peut supposer indifféremment que a et e sont des vecteurs 
homogènes ou des vecteurs ordinaires de points de la sphère. 
Le vecteur a est la coordonnée de l'un des pôles absolus de la 
droite : c'est la coordonnée de la droite. 

On peut remplacer l'équation (10) par une équation analy- 
tique; le premier membre devient une fonction linéaire et 
homogène des coordonnées d'un point de la droite ; les trois 

(i) Voir Annales des Ingénieurs de Gand, 1904, pp. 393-456 
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coefficients sont les coordonnées du pôle absolu ou les coordon- 
nées de la droite. Lorsque la droite passe par un des sommets 
du triangle de référence, son pôle absolu se trouve sur l'un des 
côtés de ce triangle ; l'équation se réduit à deux termes. Ainsi 
l'équation 

r. =rotg-^ (11) 

représente une droite passant par le sommet y, et coupant 
normalement l'axe yo y, en un point distant du point y© d'une 
longueur c. 

Le rapport anharmonique de quatre points d'une droite est, 
par définition, le rapport anharmonique du faisceau des rayons 
de la sphère qui passent par. ces points ; on sait que ce rapport 
s'exprime par un double rapport de sinus ; ces sinus sont les 
sinus des distances des points de la droite. On sait que les 
bissectrices d'un angle divisent cet angle harmoniquement, et 
que réciproquement les rayons orthogonaux qui divisent un 
angle harmoniquement, sont les bissectrices de cet angle ; on 
en conclut que dans une division harmonique, les conjugués 
sont à une distance d'un quadrant quand l'un de ces points est 
le milieu de la droite riemannienne, et réciproquement. 

Posons les équations 

p^= m a-|-7ifc, 
q d = ma — nb ; 

les quatre vecteurs déterminent un système harmonique de 

quatre points. En effet, les équations conservent la même 

forme, si l'on suppose que les points sont déterminés par des 

coordonnées vectorielles non homogènes ; prenons alors les 

moments de la première équation par c et les moments de la 

seconde par d. Les moments ont même direction et leurs 

valeurs algébriques sont proportionnelles aux sinus de l'angle 

des deux facteurs ; on en conclut que les deux rapports de sinus 

sont respectivement 

n , n 

— et ; 

m m 

le double rapport est donc égal à — 1. 
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On sait que le rapport anharmonique d'un faisceau de rayons 
est conservé en perspective ; le rapport anharmonique de 
quatre points d'une droite riemannienne est donc le rapport 
anharmonique des rayons euclidiens qui joignent le point O à 
ces quatre points ; le double rapport se ramène à un simple 
rapport en menant une sécante euclidienne parallèle à un des 
rayons. 

Le rapport anharmonique de quatre droites riemanniennes 
concourantes est celui des quatre plans de l'espace ou des tan- 
gentes euclidiennes menées au sommet du faisceau ; il s'exprime 
par un double rapport de sinus ; il est égal au rapport anhar- 
monique des quatre points que l'on obtient en menant une 
sécante riemannienne quelconque ; il est aussi égal au rapport 
anharmonique des quatre pôles des droites. Les vecteurs qui 
satisfont aux deux équations précédentes peuvent être consi- 
dérés comme les coordonnées vectorielles homogènes de quatre 
droites d'un faisceau harmonique. 

23. Equation de la circonférence. — Soient : R le rayon 
riemannien, a la coordonnée vectorielle du centre, e la coor- 
donnée vectorielle d'un point de la circonférence ; on a : 

R e a 

cos -,- = —77- 



Cette équation n'est pas homogène ; elle le devient en 
écrivant : 

R e a 

cos — ,- = 



e a 



ou: 

R 



e' 



a* cos* —r- = [e a )* 



Cette équation homogène représente les deux cercles opposés. 
Elle peut être écrite analytiquement ; on obtient une équation 
homogène du second degré. Si l'on prend le centre du cercle 
comme sommet yo du triangle de référence, on obtient : 

y: + y\- yl %' t' 
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L'équation non homogène s'écrit : 

Yo =- k cos -Y '■ 

24. Courbes du second degré. — L'équation la plus générale 
d'une courbe du second degré est celle d'un cône du second 
degré de l'espace ; on peut la mettre sous la forme : 

2F(Xo, x„ X,) = 1 a,, X. X, = 0. 

La somme s'étend aux arrangements des trois indices avec 
répétition ; la permutation de deux indices ne change pas la 
valeur du coefficient ; chaque produit de deux coordonnées est 
répété deux fois, mais les carrés ne sont pas répétés. 

En coordonnées vectorielles, cette équation prend la forme : 

"^ ç"^ = (12); 

on a : 

(pT= d"f. 

La fonction linéaire '^ est autoconjuguée, c'est-à-dire que 
l'on a: 

25. Tangentes et polaires. — Appliquons l'équation (12) à 
un point a ; différentions et divisons par 2 ; on a : 

d^ 9 a — 0. 

Nous obtiendrons la droite riemannienne qui a même équa- 
tion différentielle au point a, en posant : 

d a = e — a; 
on trouve : 

ê<p~â= (^^)» 

C'est l'équation de la tangente. Cette équation exprime la 
relation entre le point de contact d'une tangente et un autre 
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point de cette tangente ; elle ne change pas quand on permute 
les deux vecteurs. Supposons donc que a soit un point quel- 
conque du plan, réquation (13) sera satisfaite par les points de 
contact des tangentes à la courbe menée par le point"a ; si e est 
la variable, cette équation représente la corde de contact ou 
la polaire du point a. 
Si un point b est sur la polaire de a, on a : 

Fcpô'^O (14); 

Comme on peut permuter les deux vecteurs, le point a est 
aussi sur la polaire h ; ces deux points sont dits conjugués. Ils 
forment avec le pôle de la droite qui les joint, un triangle 
autopolaire. 

Menons une droite riemanienne par deux points conjugués ; 
le vecteur d'un point quelconque de cette droite s'exprime par : 

T=- m a + n b. 

Nous trouverons les points d'intersection de la droite et de la 
courbe, en exprimant que e satisfait à l'équation (12) ; on 
trouve, en tenant compte de l'équation (14) : 

m* a (f> a + n* b ^ b = 0. 

On trouve deux rapports m : n égaux et de signe contraire ; 
donc les points d'intersection divisent harmoniquement la 
droite qui joint les points conjugués. 

26. Coordonnées tangentielles. — D'après l'équation (13), la 
coordonnée de la tangente à la courbe au point a est : 

on en tire 

Exprimons que a décrit la courbe, nous aurons 

7^7=0 (15), 
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C'est réquation de la courbe en coordonnées tangentielles ; 
on peut dire aussi que c'est l'équation de la polaire absolue de 
la courbe. La coordonnée de la polaire d'un point a est aussi 

e = 9 a; 
si le point décrit une courbe quelconque 

F (â) ^ 0, 
on a 

F (+7)^0; 

c'est l'équation en coordonnées tangentielles de la polaire de la 
courbe donnée, par rapport à la courbe du second degré. 

27. Droites conjuguées. — Exprimons que le pôle d'une 
droite a se trouve sur la droite p ; nous trouvons 

7^^"^ = (16): 

comme on peut permuter les vecteurs, le pôle de p se trouve 
aussi sur la droite a ; ces deux droites sont dites conjuguées. 
L'angle de deux droites conjuguées est divisé harmoniquement 
par les deux tangentes à la courbe menées par le sommet de 
l'angle. En effet, la polaire de ce sommet détermine sur les 
deux droites deux points conjugués qui divisent harmonique- 
ment la corde de contact. On peut aussi dire que toute droite 
passant par le sommet de l'angle a une coordonnée de la forme 

£ = m a -j- ^ P ; 

en exprimant que c'est une tangente à la courbe, on trouve une 
équation qui donne deux rapports m : n égaux et de signe 
contraire. 

28. Centres et axes. — Les fonctions q> et '| définissent une 
transformation linéaire de l'espace qui admet un système de 
trois droites doubles trirectangulaires. Pour un vecteur dirigé 
suivant l'une de ces droites doubles, on a 

— e 
9 e = 
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Prenons les droites doubles comme axes coordonnés; les 
équations de la courbe en coordonnées ponctuelles et en coor- 
données tangentielles, sont respectivement : 

-^î- -f JlL + JlL = (17), 

ffi gt go 

g.t\ f ff. t;-f g-ot:«o (18). 

Les axes coordonnés déterminent un triangle trirectangle qui 
est le triangle de référence. Il est facile de voir que les som- 
mets de ce triangle et leurs opposés sont des centres de la 
courbe et que les côtés sont les axes ; en elîet, en changeant 
deux coordonnées de signe, on trouve un nouveau point de la 
courbe et Ton reconnaît aisément que la corde qui joint les deux 
points ainsi obtenus est divisée en deux parties égales par le 
sommet du triangle de référence qui correspond à la coor- 
donnée invariable ; en changeant le signe d'une coordonnée, on 
trouve un nouveau point et la corde qui joint les deux points 
ainsi obtenus est divisée normalement en deux parties égales 
par le côté du triangle de référence qui correspond aux deux 
coordonnées invariables. 

Si les coefficients de l'équation (17) avaient le même signe, la 
courbe serait imaginaii^e ; nous écartons ce cas. En changeant, 
s'il y a lieu, les signes de cette équation, nous pouvons supposer 
qu'un seul coefficient est négatif, et nous donnerons l'indice 
zéro à ce coefficient. On trouve alors deux sommets réels sur 
les axes qui passent par le centre y„ ; en désignant les demi- 
axes par a et A, l'équation (17) prend la forme 

-^^ + —^ — y- OT 

La somme des carrés des coordonnées est égale au carré du 
paramètre ; en éliminant la coordonnée d'indice zéro, on obtient 
l'équation non homogène 

-TV^ + -^ = fc-. (20) 

sm — sm* 

fc k 

L'équation (19) représente, dans l'espace euclidien, un cône 
du second degré ; en faisant la coordonnée d'indice zéro égale 
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au paramètre, on obtient la section du cône faîte par le plan 
tangent à la sphère au centre de la conique sphérique. L'équa- 
tion (20) est réquation de la projection orthogonale de cette 
conique sur le^nième plan tangent. 

On peut transformer ces équations en introduisant les coor- 
données polaires riemanniennes. Soient: r la longueur du 
rayon vecteur riemannien qui joint le centre yo au point de la 
courbe, l'angle de ce rayon avec l'axe y^ y, ; on trouve faci- 
lement, soit en projetant le rayon de la sphère sur les trois axes 
euclidiens, soit parla trigonométrie sphérique, 

r 
yo= k cos -j^ 

r 
y^ ^ k sin ^ cos 



r. 



k sin T" sîn 
k 




Fig' i3. 
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Les équations (19) et (20) deviennent : 



r cos • sin * . 

r / cos» sin* \ 

/ — â + ô- ) -= 1 



s::i , - 
k 



Nous avons représenté (fig. 13) une conique riemannienne ; 
les axes réels sont A A' et BB' ; elle se compose de deux courbes 
fermées opposées l'une à l'autre ; nous n'avons représenté 
qu'une de ces courbes. 

Les propriétés relatives aux centres et aux axes peuvent 
aussi se déduire des propriétés des polaires. En effet, la polaire 
d'un point situé sur une droite double de la fonction 9 a pour 
coordonnée 

— a — 

? a = - ou a ; 

donc la polaire de ce point se confond avec la polaire absolue. 
Le triangle de référence est donc autopolaire au point de vue 
absolu et au point de vue de la courbe. Menons une corde ED 
par le point y^ ; cette corde est divisée harmoniquement par 
le point yo et sa polaire y, y, ; or, la distance jo R des deux 
points conjugués est un quadrant ; donc le point y^, est le 
milieu de la corde ; ce point yo est donc un centre de la courbe. 
Prolongeons DR jusqu'en un certain iioint E' opposé du 
point E; la corde DE' est aussi divisée harmoniquement par 
les points yo et R; donc les cordes D E', perpendiculaires au 
côté y^ y,, sont divisées par ce côté en deux parties égales ; ce 
côté est donc un axe de la courbe. 

Tout axe de la courbe est la bissectrice de l'angle des tan- 
gentes menées par un point de cet axe. En effet, soit R un point 
de l'axe y, y, ; les droites y, y, et R y» sont des conjuguées 
orthogonales ; elles sont donc les bissectrices de l'angle des 
tangentes, car elles divisent cet angle harmoniquement. 
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La polaire du point R de Taxe y, y, passe par le pôle yo de 
cet axe. Cette polaire est le diamètre conjugué à toutes les 
cordes qui passent par R. Sauf le cas du cercle, cette polaire 
n'est pas la polaire absolue du point R ; les cordes qui passent 
par R sont divisées harmoniquement par leur diamètre conju- 
gué, mais ne sont pas divisées en deux parties égales. 

29. Constructions de la conique riemannienne. — La conique 
riemanienne déterminée par ses deux axes réels peut s'obtenir 
par deux constructions imitées de la construction de l'ellipse 
euclidienne. On décrit deux circonférences sur les axes comme 
diamètres ; on mène, par le centre, un rayon qui coupe les deux 
circonférences en deux points M et N (fîg. 13); par ces points, 
on mène des perpendiculaires aux axes ; ces perpendiculaires 
se coupent en un point de la courbe. On obtient une autre 
construction en menant par lés points M et N des parallèles 
aux axes, c'est-à-dire des circonférences concentriques à ces 
axes ou lignes équidistantes de ces axes. 

Pour le démontrer, soit G l'angle du rayon yo MN avecle 
grand axe ; les coordonnées du point N sont : 

a 
Xo = k cos -z-^ 



y, = k sin - cos G, 



y, ----= i. sm -ç sm G. 

La perpendiculaire à l'axe a, menée par N, passe par le 
point y 3 ; son équation est de la forme : 

m ; 



y. 

en exprimant que cette droite passe par le point N, on obtient : 
— =-tg^ cose. 
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On trouve, de la même manière, que l'équation de la perpen- 
diculaire à Taxe b menée par M est 

— =. t« -^ sin 0. 

En éliminant entre ces deux équalians, on retrouve l'équa- 
tion (19). 

Pour démontrer la seconde construction, on écrit les équa- 
tions des parallèles aux axes menées par N et M. La parallèle 
à Taxe b menée par le point N a pour équation : 

a 
y^ ^ k sin -j— cos G ; 

la parallèle à l'axe a menée par M a pour équation : 

b 
y, »= fc sin — sin ; 

en éliminant 0, on retrouve l'équation (20). 

Ces deux constructions peuvent être faites au moyen du 
du compas euclidien ; les perpendiculaires aux axes passent 
par leurs pôles et sont déterminées par deux points ; les 
parallèles aux axes sont des circonférences riemanniennes 
déterminées par leur centre et un point; nous avons résolu tous 
ces problèmes. Nous n'avons indiqué, sur la figure, que la 
première construction. 

Les parallèles aux axes de la seconde construction peuvent 
encore être construites d'une manière très simple. Joignons le 
centre euclidien du grand axe au point N ; nous déterminerons 
un second point N' de la circonférence décrite sur le grand axe 
comme diamètre riemannien. Je dis que la parallèle menée 
par N au petit axe passe par N'. En effet, au point de vue 
euclidien, la parallèle au petit axe et la circonférence décrite 
sur le grand axe sont orthogonales au grand axe, et l'on en 
déduit facilement que l'axe radical de ces deux circonférences 
passe par le centre euclidien du grand axe ; la droite qui joint 
ce centre au point N est cet axe radical et passe par le second 
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point d'intersection N\ Les centres euclidiens de toutes les 
parallèles au petit axe se trouvent sur la droite Oy^ ; le centre 
de la parallèle qui passe par le point N s'obtient en menant 
une perpendiculaire euclidienne sur le milieu de NN'. On 
simplifie encore la construction en remarquant que le ^e\i 
des milieux des cordes NN' est une circonférence facile à 
construire. On remarquera aussi que, dans la position parti- 
culière que nous avons donnée aux axes, les parallèles au 
grand axe ont leur centre euclidien au point O. 

30. Classification des coniques, — Il semble qu'il n'existe 
qu'un seul genre de conique riemannieniie ; on peut toujours 
choisir un centre par lequel passent deux axes réels, et la 
courbe ressemble à une ellipse euclidienne. Mais on peut 
considérer le paramètre k comme très grand et admettre que 
le domaine accessible est à l'intérieur d'un cercle dont le 
rayon est un demi quadrant. Si les demi axes a et A sont plus 
petits qu'un demi quadrant, on dira que la courbe est une 
ellipse et l'on prendra y^ comme centre principal. Si le demi 
grand axe est plus grand qu'un demi quadrant, on prendra 
le point y, comme centre principal, et l'on dira que la courbe 
est une hyperbole. 

On peut aussi convenir de prendre le centre principal sur 
la droite double qui correspond à la constante dont la valeur 
absolue est la plus grande, et donner aux constantes des 
indices qui les rangent par ordre de grandeur décroissante. 
L'équation de la courbe peut toujours se mettre sous la 
forme (19) ; les valeurs absolues des carrés des tangentes 
sont plus petites que l'unité ; les longueurs des demi axes 
sont réelles ou égales à des quantités réelles multipliées par i. 
Lorsque l'axe 2a est un quadrant, la courbe est une parabole 
si l'autre axe est réel. La conique se réduit à un cercle si 
les axes sont égaux ; elle se réduit à deux droites quand 
l'une des constantes g est infinie. 

31. Foyers, directrices, coniques homofocales. — On appelle 
foyer, un point tel que tout système de rayons orthogonaux 
passant par ce point soit un système de droites conjuguées 
relatives à la conique donnée ; la directrice est la polaire du 
foyer. 
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Les coordonnées de deux droites conjuguées orthogonales 
satisfont aux deux équations : 

La coordonnée de la conjuguée orthogonale d'une droite p 
s'exprime par le moment 

Mlfp; 

cette conjuguée orthogonale est unique et déterminée, sauf 
quand la droite donnée est un axe. Dans ce dernier cas, 

toutes les normales sont des conjuguées. 

Des deux équations des conjuguées orthogonales, en retran- 
chant de la première, la seconde multipliée par un paramètre /, 
on déduit 

11 résulte de là que l'équation en coordonnées tangentielles 

7(^ — X)7==0 (21) 

représente une famille de coniques ayant les mêmes conjuguées 
orthogonales et par conséquent les mêmes foyers. 

Toute droite autre qu'un axe touche une des coniques homo- 
focales, car l'équation (21) donne une valeur réelle et unique 
de / pour une valeur donnée de la coordonnée tangentielle. La 
conjuguée orthogonale est la normale au point de contact. En 
considérant une quelconque des coniques, la conjuguée ortho- 
gonale s'obtient en abaissant du pôle de la droite donnée une 
perpendiculaire à cette droite. 11 résulte de là que le lieu des 
pôles d'une droite par rapport à toutes les coniques homofocales, 
est la conjuguée orthogonale de cette droite. 

Si, par un point quelconque du plan, on mène des tangentes à 
Tune des coniques, les droites conjuguées qui passent par ce 
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point, sont les droites qui divisent liarmoniquement l'angle des 
tangentes ; les bissectrices de cet angle sont donc les conju- 
guées orthogonales qui passent par le sommet. Par tout point 
du plan, on peut mener deux conjuguées orthogonales; les 
coniques qu'elles touchent passent par leur point de rencontre ; 
donc, par tout point du plan, il passe deux coniques homofo- 
cales qui se coupent normalement. 

Prenons pour axes coordonnés de l'espace, les droites 
doubles des fonctions cp ou '| ; ce sont aussi les droites doubles 
de la fonction '\i — X et les constantes sont diminuées de / ; 
l'équation (21) devient 

(ST. - » t: + (g-, - 1) t\ + (go - /) tl = 0. 

Donnons à À la valeur g*, qui correspond au grand axe réel ; 
on obtient 

(g-. -g*.)«: + (8o-g-.)t: = o. 

Cette équation se décompose en deux équations linéaires ; on 
trouve deux faisceaux de droites passant par deux points 
F et F' (flg. 13) du grand axe. Des coordonnées de ces points, 
on déduit leur distance c au centre ; on obtient 

a 
cos — 

«°« -^ = r (22). 

cos 

k 

Ces points sont des foyers, car toute droite passant par l'un 
d'eux est une tangente ; le point de contact est le sommet du 
faisceau ; la normale est une conjuguée orthogonale. Les tan- 
gentes menées du foyer à l'une des coniques homofocales, sont 
leurs propres conjuguées et par conséquent leurs propres 
perpendiculaires ; ce sont donc les droites isotropes ; cette pro- 
priété caractérise aussi les foyers. 

En écrivant l'équation de la polaire du foyer F, on obtient la 
directrice correspondante ; on obtient une normale au grand 
axe distante du centre d'une longueur c' donnée par l'équation 
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En donnant à X des valeurs égales aux deux autres cons- 
tantes, on obtient deux paires de foyers opposés sur les deux 
autres axes ; on trouve 

i tg 9 = cos — , 



c. ^ k 

cos — 1— '^ 

k 

c, désignant la distance au centre des foyers du petit axe et G 
l'angle que fait avec le grand axe la droite qui joint le centre 
aux foyers de Taxe de longueur imaginaire. Ces foyers sont 
imaginaires. 

La droite^ui joint deux foyers situés sur deux axes différents 
passe par un foyer du troisième axe ; le pôle absolu de cette 
droite est sur la circonférence de Finfini (de centre O et de rayon 
euclidien ki). Poui^lémontrer cette proposition, il suffit d'écrire 
les équations des foyers en coordonnées tangentielles ; en élimi- 
nant l'une des coordonnées entre deux équations, on trouve la 
troisième. Le vecteur qui satisfait aux trois équations a son 
carré égal à zéro ; il est sur le cône isotrope. 

32. Propriétés. — 1° Les rayons qui joignent le foyer au 
point de contact d'une tangente et au point d'intersection de 
cette tangente et de la directrice, sont orthogonaux. En effet, ces 
rayons sont conjugués. 

2^ La tangente est la bissectrice de l'angle formé par les 
rayons qui joignent le point de contact aux deux foyers. En 
effet, les conjuguées orthogonales qui passent par un point du 
plan sont les bissectrices de l'angle des tangentes menées par 
ce point à l'une des coniques homofocales. Prenons comme 
conique, la conique qui se réduit aux deux foyers; les tangentes 
sont les rayons qui joignent le point du plan aux deux foyers; 
les bissectrices de l'angle de ces rayons sont donc les conju- 
guées orthogonales passant par le point et par conséquent les 
tangentes aux deux coniques homofocales qui passent par ce 
point. Dans la conique que nous avons représentée (fig. 13), la 
tangente est une bissectrice extérieure quand on prend les 
foyers F et F' à l'intérieur de la courbe; la tangente serait une 
bissectrice intérieure si l'on remplaçait l'un de ces foyers par 
son opposé. 
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3° Si Ton prend comme coordonnées les distances r et r' du 
point aux deux foyers F et F', l'équation de la courbe est: 

r + r' = 2 a. (24). 

Si Ton prend comme coordonnées les distances r et s du point 
de la courbe au foyer et à la directrice correspondante, l'équa- 
tion de la courbe est : 

r s 

sin -^ =71 sin — (25), 

71 étant un rapport constant. 

On peut vérifier ces propriétés par l'analyse ; on peut aussi 
traduire, par l'analyse, les équations (24) et (25) et montrer 
que ces équations se ramènent à l'équation (19), quand on 
choisit convenablement les axes (i). Enfin on arrive aussi à 
ces équations en exprimant, par des équations différentielles, 
les deux propriétés de la tangente que nous avons démontrées 
plus haut. Pour y arriver, on considère un point de la courbe 
et un point infiniment voisin, on construit les accroissements 
des coordonnées r, r', s, et l'on passe aux limites relatives dans 
l'espace. Les différentielles des coordonnées sont les projec- 
tions orthogonales de l'élément linéaire de la courbe. A cause 
de l'égalité des angles formés par la tangente et les rayons du 
foyer, on a : 

dr + dr'=0. 

Le rapport entre dr et ds s'exprime par un rapport de 
cosinus ; on trouve la valeur de ce rapport par la considération 
des deux triangles sphériques rectangles qui ont pour hypo- 
thénuse commune le segment de la tangente compris entre le 
point de contact et la directrice et dont les sommets de l'angle 
droit sont respectivement au foyer et sur la directrice. On 
trouve ainsi que la différentielle logarithmique du rapport n 
de l'équation (25) est égale à zéro. 

(i) Voir : Kllling, die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer 
Behandlung. 
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La propriété exprimée par l'équation (24) peut être généra- 
lisée ; on remplace les foyers par une des coniques homofo- 
cales ; on fait rouler deux droites riemanniennes sur cette 
conique de telle manière qu'elles passent par le point qui 
engendre la conique donnée ; r et r' sont les distances de ce 
point à deux points fixés sur les droites mobiles. La démonstra- 
tion par les limites relatives est à peine changée. 

33. Excentricité et paramètre. — En géométrie euclidienne, 
le rapport n est l'excentricité ; la demi-corde p, menée par le 
foyer normalement au grand axe, s'exprime simplement en 
fonction des axes ; on peut trouver des formules analogues 
pour la conique riemannienne. 

Les deux sommets A et A' (fig. 13) du grand axe divisent 
harmoniquement la distance F H du foyer à la directrice ; on 
en déduit deux rapports de sinus égaux à 7i ; en prenant la 
somme et la différence des termes de ces rapports, on obtient 
deux autres rapports égaux à n. L'égalité de ces rapports 
conduit à la relation (23). En prenant le produit de ces derniers 
rapports, on trouve : 

2c 

sin — r- 

n« = 2^ (26). 

sin —r- 
k 

En éliminant & entre les valeurs de n données par ces mêmes 
rapports, on trouve, après quelques calculs. 



n* 


= 1 — 


2a 

cos — 7- 
k 


tg' 


b 


n - 


a 

sin* -r- 
k 


k 



(27). 



Dans l'ellipse, le grand axe est plus petit qu'un quadrant, 
le rapport n est plus petit que 1; dans l'hyperbole, le grand 
axe est plus grand qu'un quadrant, le rapport n est plus grand 
que 1 ; enfin dans la parabole, le grand axe est égal à un 
quadrant et le rapport n est égal à l'unité. 
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La demi-corde p menée par le foyer normalement au grand 
axe est donnée par la formule : 

b 

tg^' (28). 

^ T 

Pour démontrer cette formule, on écrit Téquation de la corde ; 
c'est réquation (11) du n° 21. L'extrémité de la corde satisfait 
aussi à réquation (19). En éliminant y,, on trouve une seconde 
équation linéaire ; les rapports des coordonnées de l'extrémité 
de la corde sont déterminés. On exprime alors le cosinus de la 
demi-corde par la formule qui donne la distance de l'extrémité 
de la corde au foyer; on exprime le sinus par la coordonnée y, ; 
on en déduit la tangente. En éliminant les rapports des coor- 
données, on trouve la formule (28). 

34. Equation focale. — On peut adopter la définition sui- 
vante : le foyer est un point dont le sinus-distance à un point 
quelconque de la courbe est une fonction linéaire. des coordon- 
nées de ce point. Cette fonction linéaire est proportionnelle à 
la distance du point à une droite fixe. On peut donc dire que 
le foyer est défini comme un point tel qu'en le prenant comme 
origine, l'équation de la courbe puisse se mettre sous la 
forme (25). Soient : c et d les coordonnées vectorielles non 
homogènes du foyer et de la directrice ; e la coordonnée homo- 
gène du point de la courbe ; on a : 



cos^ 


e c 


e k 


s 


~ê'd 


ek 



l'équation (25) élevée au carré devient : 

k^ e* — (ë ëy — M* (ë dy = (29). 

C'est cette équation qu'il faut identifier à l'équation générale 



-^9- 

de la conique. Nous nous contenterons de montrer que le foyéi* 
nouvellement défini satisfait à la première définition. 
L'équation (29) se met sous la forme générale (12) en prenant : 

? e == A" e — c (e c) — 71* d (e d). 
La coordonnée de la polaire du foyer est : 

(p c ^ — n* d{c d) ; 

c'est la coordonnée homogène de la directrice. La polaire d'un 
point e de la directrice a pour coordonnée 

cp e = A* e — c (e c). 

La coordonnée de la droite qui joint le foyer au point de la 
directrice est 

Mec. 

On reconnaît immédiatement que le produit de ces deux 
coordonnées est nul ; les droites conjuguées menées par le 
foyer sont donc orthogonales. 

35. Équation en coordonnées polaires, — Prenons comme 
coordonnées le rayon vecteur r mené du foyer au point de la 
courbe et l'angle 9 que fait ce rayon avec le grand axe. Posons 



Prenons provisoirement un triangle de référence déterminé 
par le foyer F, le grand axe prolongé et la polaire absolue de F. 
En d'autres termes, faisons tourner les axes de l'espace autour 
de l'axe O y, de l'angle mesuré par c. Les coordonnées du pôle 
de la directrice, dans l'ordre des indices, sont 

k sin 0), — k cos w, d. 

On a : 

s Yo sin (ù — y, cos co . 
sin — = T 9 



^ (k) 



L'équation (25) donne 



r Vo sin w — r, cos « 

sm — =- n ^^^ TT^ 

k k 



Or, on a 



, r 

yo = « cos , 

k 

y = /j sin — cos 6. 

En portant ces valeurs dans l'équation de la courbe, on 
trouve 

r _ n sin oa 

^ "^ ~ 1 -\- n cos co cos ' 

Cette équation peut s'écrire 

*«X.= l+ecose <^0>' 

Le paramètre p est' la valeur de r qui correspond à une valeur 
de 9 égale à un droit; il est donné par la formule (28). En 
donnant à 6 les valeurs et x, les rayons vecteurs sont connus; 
on trouve deux équations ; en éliminant p, on a le rapport e 
sous la forme 



On a aussi 





. 2c 

sin 

k 

. 2a 
sm — 
k 


e == 


n sin w 


-*i 



(31). 



71 COS w *= e ; 
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d'où Ton tire 

7i« - e' + tg« -^ (32). 

k 

36. Autres constructions de la conique. — On demande de 
construire une conique, connaissant deux foyers et un point de 
la courbe. On applique Téquation (24) ; on obtient des valeurs 
correspondantes de r et r' en portant des distances égales (10) à 
partir du point donné sur les rayons qui joignent ce point au 
foyer ou leur prolongement ; les points de la courbe se trouvent 
à l'intersection des cercles riemanniens tracés des foyers 
comme centres avec r et ?'' pour rayons ; ces cercles peuvent 
être tracés par le compas euclidien (7, 10). 

On peut aussi construire une conique passant par cinq points, 
en appliquant l'hexagone de Pascal. Le théorème de Pascal est 
applicable sur la sphère parce qu'il est vrai pour une section 
plane du cône qui détermine la conique sphérique ; il est donc 
aussi vrai en géométrie riemannienne. Les droites rieman- 
niennes qui se coupent sur la conique peuvent être tracées par 
le compas euclidien. 

37. Composition des niasses (i). — Soit a le vecteur d'un 
point de la sphère idéale ou la coordonnée vectorielle d'un 
point A ; attribuons une masse m à ce point ; le vecteur-masse 
du point est le vecteur 

a = m a. 

Le vecteur-masse d'un système de points est la somme des 
vecteurs-masses de tous les points. Deux systèmes de points 
sont équivalents quand ils ont même vecteur-masse. Le centre 



(i) Cette méthode est rapplication de celle que nous avons employée 
pour l'espace euclidien (cours de Mécanique, 2"" fascicule, pages 463-469). 
Les coordonnées homogènes sont considérées comme les coordonnées 
d'un point d'un espace à une dimension de plus. En géométrie eucli- 
dienne, la masse est une coordonnée ou la distance à un plan ; pour les 
géométries non euclidiennes, on prend comme masse la distance au 
centre de l'hypersphère divisée par le paramètre. 
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des masses est un point unique équivalent au système donné ; 
son vecteur-masse est 



e -= 2 a. 

Les masses forment un système nul si Ton a 

2â=0. 

Le moment d'un système par rapport à une droite rieman- 
nienne est la somme des produits des masses par leurs sinus- 
distances à la droite ; le moment d'un système n'est pas changé 
par une composition ou une décomposition. En effet, la projec- 
tion du vecteur-masse sur un axe n'est pas changée ; prenons 
pour axe la droitie qui joint le centre de la sphère idéale au pôle 
absolu de la droite riemannienne ; les projections sont les pro- 
duitsjdes masses par les cosinus-distances au pôle ou par les 
sinus-distances à la droite. 
38. Construction du centre des mcisses. — Soit à chercher le 

centre des masses 
m et n appliquées 
aux points AJet B ; 
dans l'espace, on 
devrait construire 
un parallélogram- 
me sur les vec- 
teurs-masses Oa 
et Op des deux 
points ; en pers- 
pective, on obtient 
un quadrilatère 
facile à cons- 
truire ; les côtés 
opposés se cou- 
pent sur la droite 
de l'infini S S' qui 
estla polaire eucli- 
dienne du point O 




Fig. 14. 



— es- 
par rapport à la droite riemannienne. Cette construction 
suppose que Ton sait résoudre le problème suivant : connais- 
sant la masse m d'un point A, construire son vecteur-masse, et 
réciproquement. Dans Tespace, on a : 

m Oa Sa 



k OA ' SA ' 

le point S est le point à l'infini de la droite OA et le second 
rapport est un. La masse s'exprime donc par un rapport anhar- 
monique qui est conservé en perspective ; elle s'exprime aussi 
par le rapport anharmonique d'un faisceau de sommet quel- 
conque S' ; on est ramené à un simple rapport en menant une 
sécante O A' parallèle à la droite S' S du faisceau ; on a : 

m 0»' 



k OA' 

Connaissant le vecteur-masse, on trouve la masse par cette 
proportion. Connaissant la masse, on construit le point a' et l'on 
en déduit facilement le vecteur-masse. 

Dans le parallélogramme construit sur les vecteurs-masses, 
les côtés et la diagonale sont proportionnels aux masses com- 
posantes et à leur masse résultante M ; on a donc 

m M M 



CB . AC . AB 

sin - — sin — — sm — 

k k k 

La masse résultante n'est pas égale à la somme des compo- 
santes. 

On peut demander de décomposer une masse donnée en C, en 
deux masses appliquées en deux points donnés A et B d'une 
droite passant par C. On construit le vecteur-masse de la masse 
donnée ; on obtient les vecteurs-masses des points A et B en 
joignant l'extrémité du vecteur connu aux points S et S'. 

On peut aussi donner la masse résultante C en grandeur et 
position, l'une des masses B en position et l'autre A en gran- 
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deur. Dans la flgure 14, on connaît S'y ; il s'agit de tracer S A 
de telle manière que Ton ait 

m Oa' 



OA' 



On en déduit le point A' et par conséquent le point A. Il y a 
deux solutions, mais elles peuvent se réduire à une seule ou 
devenir imaginaires. 

39. Utilisation du centre euclidien. — Le centre riemannien 
de n masses est donné par Téquation 

M g" '^ 1 ma. 

En prenant le carré et en divisant par le carré du paramètre, 
on obtient l'équation 



un x^ A; Af 

M = 2 m, m cos 



k ' 

cette équation détermine la masse résultante. Le centre eucli- 
dien des masses est donné par l'équation 

g^ 2m = Ima; 
on a donc 



— 2m —: 



La construction ordinaire du centre euclidien peut être 
exécutée en perspective ; le centre riemannien est donné par 
une quatrième proportionnelle dans l'espace, construction qui 
s'exécute également en perspective. 



I 
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40. Applications. — La composition des masses conduit 
assez rapidement à certains théorèmes de la géométrie rieman- 

nienne ou de la géo- 
métrie sphériquc. 

Attribuons des 
masses m, zi, p, aux 
sommets A, B, C 
(fig. 15) d'un trian- 
gle riemannien. On 
trouve trois droites 
qui passent par le 
centre de ces masses 
en joignant l'une des 
masses au centre des 
deux autres. 
Chacune de ces droites divise un côté en deux segments ; le 
rapport des sinus des angles mesurés par segments s'exprime 
par un rapport de deux masses ; on reconnaît immédiatement 
que le produit des trois rapports est égal à un. Cette propriété 
caractérise un système de trois droites joignant les sommets 
d'un triangle à un même point, car si elle est satisfaite, on peut 
trouver les rapports des masses à composer ; si l'on donne le 
point de concours, on décompose une masse quelconque appli- 
quée en ce point. 

Considérons une masse n en B, une masse — p en C, et deux 
niasses + m et — m en A. Les masses du point A forment un 
système nul ; les masses B et C se composent en une masse 
appliquée au point G conjugué harmonique du point D 
obtenu précédemment. Ce centre G se trouve aussi sur la 
droite E F, car E est le centre des masses — p et — m, F est 
le centre des masses n et m, et le centre des quatre masses est G. 
On en déduit la condition qui caractérise les segments déter- 
minés par une sécante sur les côtés d'un triangle. 

On attribue des masses aux sommets d'un quadrilatère 
riemannien. En groupant les points deux par deux, on trouvje 
trois droites qui passent par le contre des masses ; en groupant 
les points par trois et un, on trouve quatre autres droites qui 
passent par le même point. 
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411;.. OfntpoiUtion des segments. Deux points A et B des 
iuar5i>tft> 711. et H déterminent un segment de masse m n qui est 
repiHftïifttté par : 

m n A B. 

L«* moment de ce segment est le moment des vecteurs- 
masj^e» des deux extrémités ; le moment d'un système de 
sefçments t^îst la somme des moments de chacun d'eux. Deux 
systèmes de segments sont équivalents quand ils ont même 
moment Ia\ composition ou la décomposition des segments 
ct^nniste *\ remplacer un système de segments par un autre 
tHiuîvalent. 

ho moment d'un segment autour d'un centre situé dans le 
plan H'oblîont on abaissant du centre une perpendiculaire 
rlouumuitMUio qui est le bras de levier; le moment est le pro- 
duit do la masse par le sinus du segment et le sinus du bras 
do h^vlor. La somme des moments des segments autour d'un 
point qu(^Io()n(iuo ne change pas quand on remplace le système 
ôqui va Ion t. Pour démontrer ce théorème, multiplions le moment 
voolorlol du système par la coordonnée vectorielle^ du centre 
dos nionu^Us ; on obtient : 

c }i m n M a b = 1 m n (c âlS). 

Lo piMMhih do tmis vecteurs est le volume du parallélipipède 
cnii^trult sur oos trois vecteui-s; en prenant pour base le paral- 
h'«loHrnMnno construit sur les coordonnées des extrémités du 
Mt^Hinont ol on (hVsjgnant le bras de levier par p, on a : 

'^ m H M a h - :i m n k sin -^ k* sin — r— • 

Il fnilt ôvhlonnnont donner au produit de sinus le signe que 
Vnu doll doniH»r au volume du parallélipipède; on donnera le 
mI^ho pliiw <|'***'*^' '*^ iH>lation de C A en C B s'effectue dans le 
MOffM <lll MioiivtMUont «les aiguilles d'une montre, et le sig^ne 
MJMliMHJiinw h» oas oonUaiix^. Loi-squ'on compose ou décompose 
j^M M(^MMionlM, lo prtMuior membi^ de l'équation précédente ne 
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change pas, car les facteurs restent les mêmes ; le second 
membre ne change pas non plus; cela démontre le théorème 
des moments autour d'un centre. 

Prenons le moment des vecteurs-masses de deux systèmes 
de points ; nous obtenons : 

Mlmalnh^lmnMab. 

Le second membre de cette équation est le moment d'un 
système de segments qui est le produit des deux systèmes de 
masses. Il résulte de la valeur du premier membre que le 
produit de deux systèmes de masses reste équivalent à lui- 
même quand on compose ou décompose les systèmes de 
masses qui sont les facteurs du produit. 

On peut multiplier les vecteurs-masses de trois systèmes de 
points ou le moment d'un système de segments par le vecteur- 
masse d'un système de points. On obtient comme produit une 
quantité algébrique qui peut s'interpréter soit comme une 
somme de produits de volumes de parallélipipèdes euclidiens 
multipliés par des masses, soit comme une somme de produits 
de sinus par des masses. Ce produit ne change pas (|uand on 
compose ou décompose les facteurs. Le théorème des moments 
des segments autour d'un centre est un cas particulier de ce 
théorème ; il suffît, pour l'obtenir, de multiplier le système de 
segments par le centre des moments en donnant à ce dernier 
une masse égale à l'inverse du paramètre. 

42. Transformation d'un segment. — On peut faire subir à 
un segment toutes les transformations qui ne changent pas son 
moment. Un segment peut être transporté sur sa propre 
droite prolongée. On peut réduire la masse du premier point 
à Tunité en donnant au second une masse égale à la masse du 
segment. Soit le segment A B (fig. 16) de masse m n ; soit p 
^extrémité du vecteur-masse du point B supposé de masse 
m n. Menons par p une parallèle dans l'espace euclidien au 
rayon A ; on peut prendre comme vecteur-masse du second 
point, la coordonnée d'un point quelconque p' de cette parallèle, 
car le moment des deux vecteurs ne change pas quand on 
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ajoute au second un vecteur parallèle au premier. Si la droite 
? ?' coupe la droite du segment riemannien en un point B', oi 
peut remplacer le segment donné par le segment A B' de massi 




Fig. 16. 



<6^ale à l'unité. Il est souvent avantageux de prendre Textrc 
miU\ du vecteur-masse du second point sur la tangente eucli 
du>iino au premier point du segment riemannien. On peut din 
iilovH que le segment riemannien est représenté complètemcn 
par un segment tangentiel de l'espace euclidien, car le monieii 
iin Hegmçnt donné est identique au moment du segment tan 
p;itniUd autour du centre de la sphère idéale. La longueur du 
mtuiment tangentiel euclidien est le sinus du segment ramem 
ii Timlté de masse. 



43. Constructions ' de la résultante. — Le moment d*un 
seg-ment peut être considéré comme le vecteur-masse d'un 
point ; ce point est le pôle absolu de la droite du segment. Au 
système de segmients, on peut faire correspondre un système 
de masses réciproques. D'après les définitions de la composi- 
tion des masses et des segments, la résultante deé masses 
réciproques est la réciproque de la résultante unique des 
segments. C'est une première manière de composer les seg- 
ments; mais il convient de construire la résultante) d'un 
système de segments sans utiliser les pôles absolus de ces 
segments. 

Le problème sera résolu si nous savons construire la résul- 
tante de deux segments. Soit (flg. 16) A le point d'intersection 
des segments prolongés ; nous pouvons y transporter les deux 
segments et réduire la masse de leur premier point A à l'unité. 
Soient B et C les extrémités des deux nouveaux segments à 
composer. Composons les masses de ces deux points ; soient 
D leur centre et p la masse résultante. Je dis que le segment 
résultant est : 

p AD. 

En effet, le système de segments peut être considéré comme 
le produit du point A de masse un par le système des deux 
masses Bet C; ce produit reste équivalent à lui-même quand 
on compose les deux masses. 

On arrive à une construction très élégante en représentant 
les deux segments par leurs segments tangentiels euclidiens. 
Je dis que la résultante de ces segments euclidiens est le 
segment tangentiel de la résultante cherchée. En effet, le 
moment de la résultante euclidienne autour du centre de la 
sphère idéale est la somme des moments des segments compo- 
sants ; la résultante euclidienne représente donc un segment 
équivalent au système des segments donnés. 

Dans l'espace euclidien, on obtiendrait la résultante des 
segments tangentiels, en construisant un parallélogramme sur 
ces segments. En perspective, ce parallélogramme devient un 
quadrilatère dont les côtés opposés se coupent sur la droite de 
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rinflni du plan tangent au point A de la sphère idéale. On sait ' 
que cette droite de Tinfini est Taxe radical euclidien commun 
à tous les cercles riemanniens qui ont pour centre le point A et 
son opposé ; c'est la perpendiculaire élevée au milieu de la 
droite euclidienne qui joint le point A à son opposé. 

Soient P et Q les longueurs des segments riemanniens à 
composer, dans l'hypothèse où les masses sont réduites à 
l'unité ; soit R la longueur du segment résultant dans la même 
hypothèse. Nous avons dit que dans l'espace euclidien, les 
longueurs des segments tangentiels sont les sinus des segments 
riemanniens correspondants, supposés de masse égale à l'unité. 
On a donc, dans le parallélogramme construit sur les segments 
tangentiels, 

P . Q . R 

sin — sin -^^ sm 

rh rC fC \ 



sin (Q, R) sin (R, P) sin (P, Q) 

On peut aussi obtenir immédiatement cette relation en com- 
posant les masses réciproques. Les masses réciproques sont 
proportionnelles aux sinus des segments ; les distances des 
pôles mesurent les angles des segments. Il suffit d'appliquer la 
relation trouvée au n° 38. 

44. Homographie, réciprocité, involution. — La méthode que 
nous avons employée pour établir l'homographie et la récipro- 
cité des masses et des produits de masses s'applique sans 
aucune modiflcation aux géomé tries non euclidiennes,, quel que 
soit le nombre de dimensions. On transforme le vecteur-masse 
par une fonction linéaire ; les systèmes équivalents de masses 
ou de produits de masses sont encore équivalents après la trans- 
formation. On obtient un système réciproque d'un système 
donné en prenant les moments des vecteurs transformés par 
une homographie. 

On peut déterminer l'homographie dans un plan riemannien, 
en se donnant trois masses et leurs correspondantes, non en 
ligne droite, car la fonction linéaire est déterminée quand on 
donne les correspondants de trois vecteurs. 

On peut aussi déterminer l'homographie, en se donnant un 
quadrilatère A'B C D et son correspondant A'B'C D' et les niasses 



— 71 — 

des points D et D'. En effet, nous pouvons décomposer la 
masse D en trois masses appliquées aux points A, B, C ; après 
la transformation, la masse D' sera aussi décomposée en trois 
masses appliquées en A', B', C On peut trouver ces trois 
masses et Ton est ramené au cas précédent. 

Les droites doubles de la fonction linéaire dépendent d*une 
équation en g du troisième degré. Si les racines sont réelles, 
on a, dans l'homographie du plan riemannien, trois points 
doubles et trois droites doubles. Si deux racines sont imagi- 
naires, on a un point double et une droite double contenant 
deux points doubles imaginaires. 

Si deux racines sont égales, deux cas peuvent se présenter. 
Il peut se faire que les droites doubles correspondantes soient 
indéterminées dans un plan. Dans le plan riemannien, on a un 
point double et une droite formée de points doubles ; c'est le 
cas de Fhomologie. Il peut se faire aussi que les droites doubles 
qui correspondent aux racines égales, viennent coïncider ; on a 
alors, dans le plan riemannien, un point double et une droite 
double qui ne contient qu'un point double ou analytiquement 
deux points doubles superposés. . 

Si les trois racines sont égales, deux cas peuvent se pré- 
senter. Il peut se faire que les droites doubles soient ndéter- 
minées ; dans Tespace euclidien, la transformation est une 
similitude; dans le plan riemannien, les masses sont multipliées 
par la racine unique g. Il peut se faire aussi que les trois 
droites doubles viennent coïncider ; on a alors un seul point 
double sur une droite double. On a alors pour un vecteur quel- 
conque 



posons 



(9 — g-)"^=0. 



j 
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on déduit là qu'aux vecteurs 

« , F, î% 

on fait correspondre : 

Le vecteur a détermine le point double ; les vecteurs a et p 
déterminent la droite double ; le vecteur y doit être le vecteur- 
masse d'un point qui n'est pas sur la droite double. 

La réciprocité est définie par le symbole 

M (f, 

c'est-à-dire qu'on l'obtient par deux transformations succes- 
sives, une homographie et la polarité absolue. Nous avons 
démontré pour l'espace à n dimensions (cours déjà cité, p. 460) 
la formule 

M 9 = rrio Ç> M; 

dans cette formule, ç' est la conjuguée de «, rUo est le rapport 
entre un volume et le volume transformé par <f. Il résulte de là 
que la polarité absolue peut précéder l'homographie, mais pour 
obtenir le même résultat, la fonction cp doit être remplacée par 
l'inverse de sa conjuguée, cette inverse étant multipliée par 
le coefficient nio. 

En effectuant successivement deux fois la même transforma- 
tion réciproque, on obtient une homographie définie par 

M 9 M cp = rUo ?j M* (jp = mo (± 9 <p) 

Lorsque l'espace que l'on étudie a un nombre impair de 
dimensions, on doit prendre le signe inférieur. Nous avons alors 
démontré que les deux involutions possibles sont le système 
focal et la polarité des quadriques. 

Dans le cas qui nous occupe, on obtient une involution si 

^o (9 " * ?) = X. 



-1^ 

On en déduit encore : 



mais le cas d'une fonction égale et contraire à sa conjuguée 
doit être écarté, car m^ est nul. La seule involutîon possible est 
donc fournie par une fonction auto-conjuguée. C'est la polarité 
par rapport à une conique. 

e ç e = 0; 

mais à une masse représentée par e, on fait correspondre un 
segment de la polaire dont le moment est © e L'involution est 
parfaite lorsque l'on a 

TUo =- X = 1. 

On retombe sur la polarité absolue en donnant à o une valeur 
égale à l'unité. Dans les espaces euclidiens, la polarité absolue 
est la polarité déduite du cercle, sphère ou hypersphère de 
rayon i. 

L'homographie est la transformation analytique la plus géné- 
rale qui conserve les droites riemanniennes. En effet, toute 
transformation de cette espèce définit une transformation des 
rayons qui émanent du centre de la sphère idéale; en faisant 
une coupe par un plan, on obtient une transformation dans un 
plan euclidien qui conserve les droites euclidiennes ; la trans- 
formation homographique est la seule qui possède cette pro- 
priété. 

La réciprocité définie par une fonction linéaire est aussi la 
seule qui fait correspondre une droite à un point et un point 
à une droite. On ramène la question au cas du plan euclidien 
par le raisonnement précédent. 

45. Moments d'inertie riemanniens. — Le moment d'inertie 
d'un système de masses par rapport à une droite est la somme 
des produits des masses par les carrés de leurs sinus-distances 
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à Taxe. Soient : m Tune des masses, a la coordonnée vectorielle 
non homogène de cette masse, s la coordonnée homogène de la 
droite ; le moment d'inertie I est 

L'enveloppe des droites qui correspondent à un même moment 
d'inertie T a pour équation, en coordonnées tangentielles, 

/g* -=^ lm{e a)\ 
Posons ; 

£^e=- ï. m {e a)* 

cette équation devient 

7(^—7)7=0. 

En demandant à I toutes les valeurs, on obtient une famille 
de coniques homofocales. 

46. Centres et axes principaux absolus. — Toutes ces coni- 
ques ont mêmes centres et mêmes axes ; ce sont les centres et 
axes principaux d'inertie absolus. En prenant ces axes pour 
côtés du triangle de référence, on a ; 

7-\>^^-g.U + g^ti + g, ti. 

D'autre part, on a ; 

lâ=-t, a, + t, a, + t, a, 
et l'on en déduit : 

t^ e = 1 m (a^ a,) f , t^ 
En identifiant les deux valeurs, on a : 
g*, ^= 1 m a] etc. 
1 m a^ a,_ =^ 1 m a^ ao = 1 m tto a^ == 
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47. Axes principaux relatifs à un centre. — Prenons un 
point quelconque y© du plan comme sommet du triangle de 
référence. Exprimons que les droites yo y, et y© y. sont des 
conjuguées orthogonales par rapport aux coniques homofo- 
cales considérées précédemment. Nous pouvons prendre, 
comme coordonnées de ces deux droites, les vecteurs unités 
dirigés suivant les axes Oy, et Oy^ ; on doit avoir 



Or, on a 



d'où 



M, ^ U, = 0. 



^^ e -= 1 m a {£ a) ; 



u, ^ u, « I m a, a, -=• 0. 



Les axes menés suivant les conjuguées orthogonales pos- 
sèdent une propriété analogue aux axes principaux euclidiens ; 
nous les appellerons aussi les axes principaux du point consi- 
déré. 

48. Ellipse d'inertie. — Portons, à partir d'un point du plan 
et sur toutes les droites qui passent par ce point, des segments 
dont les tangentes soient proportionnelles à l'inverse des 
racines carrées des moments d'inertie relatifs à ces droites ; le 
lieu des extrémités de ces segments est une ellipse dont les axes 
sont les axes principaux d'inertie du point considéré. 

Soit yo le point du plan ; prenons les axes principaux, 
d'inertie de ce point comme côtés du triangle de référence ; 
soient e, y^ y,, y. les coordonnées de l'extrémité d'un rayon p 
mené comme il a été dit par le point yo. Nous prendrons 
comme coordonnées tangentielles de ce rayon, les projections 
du vecteur 

e = M Uo e, 
qui sont 

0, —y,, y,; 



^ 76 — 
on trouvé 

7â-=— a, y, + a.y,; 
la formule quL donne I devient 

I {y: + yl)- y] lmal-\-yllmal 
Or, on a 

yl + yl - fc* - yl = fc* sin* -L, 



yà = fc* cos* -'— 
L'équation précédente peut s'écrire 





yj/tang' ~- = yj 2 ma; + yj I ma;. 



Nous avons posé 

le lieu des extrémités des rayons p est une ellipse rapportée à 
son centre et à ses axes, si la constante C ne dépasse pas une 
certaine limite. 

. 49. Vitesse et accélération. — La vitesse d'un point en 
géométrie riemannienne est la dérivée du chemin décrit par 
rapport au temps ; c'est une grandeur dirigée suivant une 
droite riemannienne. On peut représenter cette grandeur par 
un segment euclidien tangentiel dont le vecteur est 

— de 

V = 



dt 



mais on peut aussi la représenter par un segment riemannien. 
Il y a de grands avantages à prendre un segment de même 
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moment que le segment tangentiel, de sorte que la grandeur de 
la vitesse sera le sinus du segment. Lorsque le point est animé 
de plusieurs mouvements simultanés, la vitesse résultante 
s'obtient en composant les segments tangentiels euclidiens ; 
elle s'obtient donc aussi en composant les segments rieman- 
niens par la règle de la composition des segments de la géomé- 
trie nouvelle. 

Composons la vitesse v' à l'instant t + dt avec la vitesse v^ à 
l'instant t changée de sens ; divisons la résultante par dt et 
prenons la limite, nous obtiendrons l'accélération. Le vecteur 
tangentiel J qui représente l'accélération est donné d'après 
cette définition, par l'équation 

--__rf _d'7 

M e J — ^ M eK> ^ M e , , • 

On déduit de là que le vecteur,/ est la projection orthogonale 
de l'accélération euclidienne sur le plan tangent à la sphère 
idéale ; car d'après l'équation précédente, la dilTérence de ces 
deux vecteurs doit être parallèle au rayon de la sphère. 

On peut aussi définir la déviation riemannienne et en déduire 
l'accélération ; on arrive au môme résultat, car la déviation 
riemannienne élémentaire est évidemment la projection, sur le 
plan tangent à la sphère, de la déviation élémentaire eucli- 
dienne. 

50. Mécanique du point matériel. — Quand un point décrit 
une droite riemannienne d'un mouvement uniforme, on dit 
qu'il est abandonné à son inertie. Si le point possède une accé- 
lération, on dit qu'il est sollicité par une force qui est mesurée 
par l'accélération ; en passant d'un point à un autre, la force qui 
produit une accélération donnée mesure la masse. La force est 
donc proportionnelle ou égale à la masse par l'accélération. La 
force peut être représentée par un segment tangentiel ou par un 
segment riemannien de même moment. Le principe de l'indé- 
pendance des effets des forces s'énonce de la manière suivante : 
l'accélération due à l'action simultanée de plusieurs forces, 
s'obtient en composant les segments euclidiens ou les segments 
riemanniens qui représentent les accélérations due§ à chacune 
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de ces forces. Il résulte de là que les forces se composent par 
la règle de la composition des segments riemanniens. Remar- 
quons que ce principe pourrait aussi s'énoncer : les déviations 
élémentaires dues a plusieurs forces se composent comme les 
déplacements élémentaires simultanés, ou les accélérations se 
composent comme les vitesses simultanées. 

On a, entre les vecteurs euclidiens qui représentent la force et 
l'accélération, l'équation : 

F =- m J ; 

on en déduit 

Ml F =- m M e '1^ (33), 

d t 

c'est l'équation du mouvement d'un point matériel. 
On en déduit : 

r+R~e^ m ^-^^ (34), 

R étant une quantité arbitraire. On voit que la mécanique 
riemanniennc est la mécanique euclidienne d'un point assujetti 
à glisser sur une sphère qui est le plan riemannien. Dans 
l'espace à trois dimensions, on doit considérer l'hypersphère. 

51. Intégrale des pseudo-aires. — De l'équation (33) on 
déduit le théorème des moments linéaires des quantités de 
mouvement 

mMe'^ == lM~ê F dt. 



j 



Soit G un centre des moments ; désignons par c le vecteur 
qui détermine ce point, réduit au vecteur-unité ; en multipliant 
l'équation précédente par ce vecteur, on obtient le théorème des 
moments des quantités de mouvement autour d*un centre. 
Supposons que la force passe constamment par le centre, on a 

m olMev = constante ; 



j 
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c'est le théorème de la conservation du moment de la quantité 
de mouvement. Il peut aussi s'énoncer en disant que le sinus 
du segment riemannien qui représente la vitesse par le sinus 
du segment bras de levier, donne un produit constant. 
On a aussi : 

d S =^7M'êd7= C d t (35), 

C étant une constante. On peut interpréter Tintégrale 

S -= et 

en disant que dans l'espace euclidien, l'aire décrite autour de 
Taxe qui joint le centre de la sphère au centre de la force, croît 
proportionnellement au temps ; l'aire S est le double de l'aire 
projetée sur un plan perpendiculaire à cet axe. Mais il faut 
interpréter l'expression S par la géométrie riemannienne. Soit 
A U le déplacement élémentaire du point ; le produit des trois 
points A, B, C, en donnant aux points A, B, des masses égales 
à l'unité et au point C une masse égale à l'inverse du paramètre, 
est précisément d S aux limites relatives ; on peut appeler 
cette quantité la pseudo-aire du triangle ; c'est le produit du 
sinus d'un côté par le sinus de la hauteur correspondante. 
L'intégrale S peut être appelée la pseudo-aire engendrée par 
le rayon C A. On a donc le théorème : quand la force passe 
constamment par un centre d'action, le rayon qui joint ce 
centre au point matériel décrit une pseudo-aire qui croit propor- 
tionnellement au temps. 

52. Intégrale des forces vives. — En multipliant l'équation 
(34) par le vecteur du déplacement élémentaire, on obtient 
^'équation des forces vives 

de. 



+ Jf. 



Elle conduit à une intégrale lorsque le travail élémentaire de 
la force est une différentielle exacte. Le travail élémentaire 
peut s'exprimer de différentes manières en fonction des trois 
coordonnées, car il y a une relation entre les coordonnées çt 
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une relation entre les projections du vecteur force ; on peut 
aussi adopter deux coordonnées quelconques sur la sphère et 
mettre le travail élémentaire sous la forme d'une expression 
différentielle à deux variables. 

53. Force centrale. — Nous nous proposons d'étudier le 

mouvement d'un point matériel sollicité par une force centrale, 

c'est-à-dire par une force qui passe par un centre d'action et 

qui s'exprime par une fonction de la distance du point au centre 

d'action. Nous prendrons le centre d'action comme origine de 

coordonnées polaires ; nous appellerons 7' la longueur du 

rayon riemannien qui joint le centre d'action au point matériel, 

et l'angle de ce rayon avec une droite fixe menée par l'origine. 

< Nous appliquerons les deux intégrales des aires et des forces 

i vives qui suffiront pour ramener le problème à des quadratures. 

i Le déplacement élémentaire du point peut se décomposer, 

I comme en géométrie euclidienne, en un déplacement suivant 

le rayon et un déplacement suivant une perpendiculaire au 

rayon ; ils s'expriment par 

dr et k sin - d 0. 
k 

Le déplacement de circulation autour du pôle est, dans 
l'espace, un arc de parallèle de la sphère dont le rayon est le 
sinus-distance du point au pôle. Nous pouvons calculer le 
moment de la vitesse et la force vive en utilisant les deux com- 
posantes du déplacement. On trouve les deux intégrales 



dtj k 



nous avons, dans l'équation des forces vives, réduit la masse 
à l'unité ; la force est donc ramenée à l'unité de masse ; nous 
avons supposé la force attractive. 



■ — -^^ - ^-1 
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En éliminant le temps, on obtient l'équation différentielle de 
la trajectoire ; on trouve 

G' \ r {■'^ ''°^^i\l r 

fc. |_i+cotg^fc + \^— y^; J = ft-2jFdr(38). 

Endifférentiant c?tte exj[iiatîon, on obtient l'expression de la 
force dans le cas où la trajectoire est connue ; on obtient 






(39) 



k' sin' , 



54. Attraction iinwerselle riemannienne. — Nous désigne- 
rons sous ce nom, rhypotli(»se suivante : deux particules maté- 
rielles s'attirent suivant la droite riemannienne qui les joint 
en raison directe des masses et en raison inverse du carré de la 
force représentée par le segment riemannien qui joint les deux 
masses. Le segment riemannien représente une force dont la 
grandeur est le sinus de ce segment ; nous admettons donc une 
force attractive qui varie en raison inverse du carré du sinus- 
distance. Cela étant, nous allons formuler les lois que Kléper 
aurait dû déduire des observations pour que le mouvement 
des planètes s'explique par l'hypothèse de l'attraction univer- 
selle riemannienne. 

55. Lois de Kléper ; lois des pseudo-aires, des orbites et des 
grands axes. — Nous formulerons ces lois et nous en dédui- 
rons successivement les propriétés de la force qui maintient 
une planète dans son mouvement. 

1°. Le rayon riemannien qui joint le centre du soleil au 
centre d'une planète, décrit dans un plan riemannien une 
pseudo-aire qui croit proportionnellement au temps. 

La conséquence immédiate de cette loi est, en vertu de la 
réciproque de l'intégrale des pseudo-aires, que la force qui 
sollicite une planète passe par le centre du soleil. 

2\ Le centre d'une planète décrit une conique riemannienne 
autour du centre du soleil comme foyer. 
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Nous mettrons réquation de la conique sous la forme (30) du 
numéro 35 ; en prenant l'inverse du second membre, on obtient 
la co tangente qui figure dans la parenthèse de la formule (39) ; 
cette formule devient 

k tg -- — fc* sin* 

k k 

Il résulte de là, que la force qui sollicite une planète varie en 
raison inverse du carré du sinus de la distance au soleil. 

3**. Les carrés des durées de révolution sont proportionnels 
aux cubes des sinus de la moitié du grand axe multipliés par 
le cosinus de cette même moitié. 

Pour interprêter cette loi, nous allons calculer la constante 
des aires en introduisant la durée de la révolution. De l'équa- 
tion (36), nous déduisons 



CT==^2{ k' sin*— d 6. 

J k 



Pour calculer cette intégrale, nous exprimons le sinus au 
moyen de la cotangente ; la cotangente est l'inverse du second 
membre de l'équation (30). L'expression qu'il s'agit d'intégrer 
est une fraction dont le dénominateur est une fonction quadra- 
tique du cosinus de l'angle 0. En prenant comme variable la 
tangente de la moitié de cet angle, on est ramené à une expres- 
sion rationnelle ; le dénominateur est une fonction du qua- 
trième degré de forme bicarrée ; les racines sont imaginaires ; 
on décompose la fonction à intégrer en deux fractions dont le 
dénominateur est une fonction du second degré ; on passe de 
l'une à l'autre en changeant le signé de la variable. L'intégrale 
comprend une partie logarithmique qui disparaît quand on 
introduit les limites ; l'autre partie donne 



A V * * * 



(41). 
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Les calculs que nous venons d'esquisser ne sont pas 
dépourvus d'intérêt ; on est conduit à de belles transforma- 
tions trigonométriques, en utilisant les relations qui existent 
entre les divers éléments de la conique riemannienne. Mais 
ces calculs sont un peu longs, aussi nous allons établir la for- 
mule (41) par une voie plus courte. L'intégrale qu'il s'agit de 
calculer peut s'interprétor dans l'espace euclidien ; c'est le 
double de l'aire limitée par la projection de la conique rieman- 
nienne sur un plan normal au rayon qui joint le centre de la 
sphère idéale au foyer ou au centre du soleil. Quoique cette 
projection soit une courbe du quatrième degré, on peut rame- 
ner l'évaluation de l'aire qu'elle limite au calcul de l'aire d'une 
ellipse. Nous pouvons imaginer une surface couvercle ayant la 
conique riemannienne comme bord ; dans l'espace euclidien, il 
y a lieu de considérer le vecteur-aire de ce couvercle qui est 
indépendant de la forme du couvercle ; en prenant un 
couvercle sphérique, la droite euclidienne qui joint le centre de 
la sphère idéale au centre de la conique situé au milieu des 
deux axes réels, est un axe de symétrie euclidien ; le vecteur- 
aire doit être dirigé suivant cet axe, et nous obtiendrons sa 
grandeur en évaluant l'aire de la conique riemannienne 
projetée sur un plan perpendiculaire à cet axe de symétrie. 
Cette projection est une conique euclidienne ; elle est repré- 
sentée par l'équation (20) du numéro 28. Il résulte de là que la 
grandeur du vecteur-aire est 

a b 

A = Tz k* sin -T- sin -j- • 

L'aire qu'il s'agit d'évaluer s'obtient alors en projetant ce 
vecteur sur le rayon qui joint le centre de la sphère idéale au 
foyer ; on trouve : 

Cr= 2A COS-T-- 

Remplaçons A par sa valeur ; appliquons les formules (22) 
et (28) pour éliminer c et L, on trouve l'équation (41). 



ir.'^ k' sin' 


a a 


1 


r* 




k* sin'-r- 
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Si Ton élimine C entre Téquation (40) et Téquation (41), on 
obtient : 



(42). 



La loi des grands axes, que nous avons formulée plus haut, 
prouve que la force par unité de masse est la même pour toutes 
les planètes. La force vraie varie donc comme la masse de la 
planète, et l'on en déduirait la loi de l'attraction universelle 
riemannienne par un raisonnement bien connu. 

56. Trajectoire pour une vitesse donnée. — On donne la 
vitesse initiale d'un astre qui se trouve dans le champ de 
l'attraction riemannienne du soleil ; on demande de déterminer 
la trajectoire. 

Nous appliquerons l'équation (38) ; nous prendrons : 



r 
k ' sin * -V- 



on trouve facilement : 



/ 



— fx r 

F dr = —g— cotg -T- 



L'équation (38) devient : 



On sépare les variables et l'on est ramené à un arc cosinus 
en posant 



cotg-^ 



= ■ + ^ \ / — 1 + 



on trouve 

X -= COS (6 — a). 



^ fc 


G" 

ufc 




1- ^* 

fcV 


+ 
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On obtient l'équation d'une conique, et en Tidentiflant à 
réquation (30), on trouve les formules 



(43), 



ces formules déterminent la conique ; on trouve les constantes 
h et C au moyen de la vitesse initiale. En utilisant l'équation 
(32) du numéro 35, on a aussi 

n« - 1 = -^ii^ (45). 

«.* 

Il résulte de là que l'on obtient une ellipse lorsque la constante 
des forces vives est négative, une parabole quand cette cons- 
tante est nulle, et une hyperbole quand cette constante est posi- 
tive. L'équation des forces vives est ici 



k 



la nature de la trajectoire dépend de la grandeur de la vitesse 
initiale ; dans la parabole, on a 

2 u 



V 



la polaire absolue du foyer est la ligne des vitesses nulles. 
L'hyperbqle est le cas des grandes vitesses, l'ellipse est le cas 
des petites vitesses. 

On peut aussi résoudre les équations (43) et (45) par rapport 
aux constantes; l'équation (43) donne immédiatement la 
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constante des aires ; en éliminant cette constante entre les 
équations (45) et (43), on obtient 



k 



En éliminant n et p au moyen des équations (27) et (28), on 
trouve 

— 2u 






(46). 



En faisant tendre k vers Tinfîni, on retrouve la formule 
usuelle de la mécanique céleste. 

57. Relation entre Vanomalie moyenne et Vanomalie excen- \ 

trique. — Pour déterminer la position d'une planète dans 
l'orbite, nous allons, comme en géométrie euclidienne, détermi- 
ner d'abord l'anomalie excentrique. Nous faisons correspondre i 
un point de la conique à un point de la circonférence décrite sur I 
le grand axe comme diamètre ; les points correspondants se | 
trouvent sur une même perpendiculaire au grand axe ; tels 
sont les points N et D (fig. 13). L'anomalie excentrique est l'ano- 
malie mesurée dans le cercle en prenant comme pôle le centre 
qui se trouve aii milieu des axes de la trajectoire ; cette ano- 
malie est donc 

u = DyoA. 

Il s'agit de transformer l'équation (35) ou (36) en introduisant 
l'anomalie excentrique u au lieu de l'anomalie vraie 0. Repre- 
nons l'équation (35) 

dS= Cdt (35). 

La correspondance entre la circonférence décrite sur le grand 
axe comme diamètre et la conique riemannienne est une homo- 
logie. Il suffît de prendre les axes euclidiens des trois centres 
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de la conique comme droites doubles et de prendre les cons- 
tantes égales à l'unité, sauf 

h 

ff.= a 

*» k 

La fonction linéaire ainsi définie ne change pas les coordon- 
nées d'indice zéro et un ; mais la coordonnée d'indice deux 
est multipliée par g*, , et Ton reconnaît immédiatement que la 
transformée du cercle est l'ellipse. Soit d S' la pseudo-aire élé- 
mentaire dans le cercle, en prenant toujours le foyer comme 
pôle ; on peut considérer d S' comme le produit de 3 points de 
masses égales à l'unité savoir : le foyer, un point de la circon- 
férence et un point infiniment voisin. Après la transformation 
par l'homologie, ce produit est multiplié par le produit des cons- 
tantes g et devient 

g,dS' = m' dS. 

Ce produit devient en elîet le produit de troi» points corres- 
pondant aux trois points primitifs ; le foyer qui est sur l'axe 
homologie se correspond à lui-même ; les deux autres points de 
la circonférence deviennent deux points de la conique rieman- 
nienne, mais acquièrent des masses que nous avons représen- 
tées par m. L'équation (35) devient donc 

C dt ^ ^' , • 
m 

La pseudo-aire d S' s'exprime par 

c M e d e 

en représentant par e la coordonnée du point de la circonfé- 
rence. Si le pôle des pseudo-aires était le centre de la circon- 
férence, on obtiendrait 

-^ - _ a 

Uo M e d e == A* sin* v- du ; 
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si le pôle était choisi à la rencontre du grand axe et de la tan- 
gente à la circonférence, on aurait 

u' M e de =0, 

le vecteur unité «' mené par le centre de la sphère idéale, 
passe par le i>oint du grand axe qui se trouve à une distance 
X du centre, donnée par l'équation 

.a , X 

tg— - = tg— - . cos u. 

k k 

Nous pouvons décomposer le vecteur c suivant les vecteurs 
Uo et II' ; on a 

c = a u -\ ^ u' 
D'où 

d S' = oclTo Me de = Cf. k' sin* —-du. 

k 

Or, on trouve facilement 

X — c 



sm 



(^^) 



X 

sin — i- 

k 



ou, en remplaçant la tangente de la distance x par sa valeur, 



c 


c 

— sin , 

k 


cos u 


a .- COS , 
k 


a 

4-r» 




*8 k 


Nous poserons 







e = 

a 

1»T 



(47). 



Notls obtiendrons 

d S' = fc* sin* — cos — (1 — ë cos u) âu. 

Pour calculer la masse m, nous remarquerons qu'au point de 
la circonférence 

y 09 Xty y%9 

on fait correspondre un point de l'ellipse 

Xof y 19 s* 3^1* 

Le carré de la masse du nouveau point est 

A* 

En exprimant les coordonnées du point de la circonférence 
au moyen du rayon et de l'angle a, en remplaçant ^, par sa 
valeur, on trouve après quelques calculs : 

(* 
m* «= 1 — sin* — sin* u. 



Nous pouvons maintenant calculer le second membre de 
réquation qui donne la différentielle du temps ; on trouve : 

tg — 
Cdt = k' sin' A cos -^ * 1 - ^' c«8 ^ 



tg 1 — sm* sm* u 

A k 

Remplaçons la constante G par sa valeur déduite de l'équa- 
tion (41), on obtient 

2 7cdf c 1 — e'cosu . 

— Tf^ — = cos — du. 

^1 — sm* — 8m*u 






On trouve, en intégrant, 

1 + sin -- sin u 
2 t: t c e A 
-^=arctgcos — tgu "tt 1»» ^f^ 



Cette formule diflëfirnofèi^^émeiyt de la formule eorrespoir 
dante de kl? fiéesoiique euclidienne. Cependant, si le rapport 
d^ kr distsmce c au paramètre h est considéré comme une 
quantité très petite du premier ordre et si Ton néglige les 
quantités du second ordre vis-à-vis de l'unité, on trouve 

271 t 

— — — =r u — e' sin ii. 



Si on suppose, en outre, que le grand axe de Tellipse est aussi 
très petit vis-à-vis du paramètre A, le rapport e' se rapproche 
de l'excentricité euclidienne. Remarquons aussi que nous 
aurions pu noui^ passer de l'équation (41) et arriver à l'équa- 
tion (48) en désignant par T une quantité quelconque ; on 
reconnaît que cette quantité représente la durée de la révolu- 
tion par l'équation (48); on retrouve alors l'équation (41). 

58. Relation entre Vanomalie excentrique et l'anomalie 
vraie. — Nous calculerons la valeur de la tangente du rayon 
vecteur en fonction de l'anomalie excentrique et nous égalerons 
cette valeur à celle qui est donnée par l'équation de la conique. 
Le sinus du rayon vecteur s'obtient en multipliant, par le 
rapport n, le sinus de la distance à la directrice ou le cosinus 
de la distance au pôle absolu de cette directrice ; on obtient le 
cosinus ^du rayon vecteur par la formule qui donne le cosinus 
de la distance de deux points. En prenant, dans l'espace, les 
axes euclidiens qui déterminent les centres de la conique, on 
obtient : 



^T 



C' & 

Vo sin -T — y, cos -r- 



Xo cos -^- + y, sin -^ 
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Ôr, on a : 







a 
y. — rotg-^ cosu; 


on trouve donc : 






r 


n 


c' a & 
sin — — ^ f^ cos ^ cos H 


c , a 
cos -j~ + *ë» "T" c^® " 



Cette expression doit être égalée à la valeur : 

n sin w 



tg-ïT = 



Nous remplacerons 

c' par f.> + c ; 

il se produit de nombreuses simplifications; on peut supprimer 
le facteur commun 

n cos 0) ; 

on trouve, en remplaçant n par sa valeur' déduite de l'équa- 
tion (26), 

cos u — e' 

cos 9 == -, -, (49). 

1 — e cosu ^ ' 

Cette formule est semblable à celle de la mécanique eucli- 
dienne ; on en déduit aussi la valeur de la tangente de la 
moitié de l'anomalie vraie. 

59. Rayon vecteur. — Nous venons d'établir une formule 
qui donne la tangente du rayon vecteur en fonction de l'ano- 
malie excentrique ; mais cette formule contient la distance 
c' du centre à la directrice. Nous calculerons le sinus et le 
cosinus de cette distance au moyen des formules (23) et (26) ; 
en multipliant et divisant ces dernières membre à membre, 
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on obtient des égalités entre des carrés ; en extrayant la 
racine, on trouve : 

. c' c ^ a 

n sm-r— = cos — tg — 
k k k 

c' , c ^ a 

n cos — -= sm — cotff — 
k k ^ k 

La valeur de la tangente du rayon vecteur devient, en intro- 
duisant ces valeurs et en divisant les deux termes de la frac- 
tion par le cosinus de la distance c, 

r X « 1 — e' cos II 

tg-T- = tg^i -^ (50). 

^ ^^ 1 + e' tg'— - cos u 

k 

On peut retrouver Téquation (49) en égalant les valeurs 
données par l'équation (50) et l'équation (30). Pour arriver au 
but, il faut introduire dans l'équation (30) la valeur 

t^T-^- == (1 - e é) tg-|- (51) 

et dans le dénominateur de l'équation (50), la valeur 



«' tg' — = T^r^ (52). 

Pour trouver l'équation (51), on calcule le rapport des carrés 
des tangentes des demi-axes en fonction de c et de a ; on 
remarque que l'on déduit des formules (47) et (31), la relation 

sm*--— 
k 



sm*-— 
k 



le rapport dont il s'agit prend la forme : 

1 — e e' ; 
la formule (51) résulte alors de l'équation (28). 
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Pour trouver réquation (52), on applique les formules (47) 
et (31) ; on élimine c et l'on calcule la tangente de la moitié du 
grand axe. 

60. Trajectoires fermées. Nous nous proposons de résoudre 
le problème suivant: on admet que les planètes sont attirées 
par le soleil suivant les droites rieçianniennes qui passent par 
le centre du soleil ; on admet que l'intensité de la force est une 
fonction seule de la distance riemanienne ; on suppose connu 
ce seul fait que les trajectoires sont des courbes fermées, quelles 
que soient les positions et les vitesses initiales ; on demande 
de déterminer la loi de l'attraction d'après cette seule donnée. 

Il s'agit d'une force centrale ; l'équation de la trajectoire est 
donc l'équation (38). Posons : 



r 

cotg 



A'^ 



'|(c)==-2 ( F di 
réquation (38) donne : 



d 9 =^ '^" (53). 



V- 



On peut appliquer à cette équation les raisonnements de 
Bertrand sans aucune modification ; la variable z doit varier 
entre deux limites qui sont deux racines de l'équation que l'on 
obtient en égalant la quantité sous le radical à zéro. En inté- 
grant entre ces deux limites, on doit trouver un angle / com- 
mensurable avec r. On ne trouve que deux solutions : 

^' == -::) pour ^^ (z) = A, 
^ = '^^ pour 1' (^) = B 5 " • 
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IjR force est alors donnée par 



1< = _ _ ^ (.) _ ; 



posons 









^ = 2 p, 








B 


== 2 ^. &• 


9 


on 


trouve les deux lois 










F 


== 


f^- 






k' sin^ 


r ' 




F 


-^ 


u. k sin — 
k 

, r 
cos — 



Nous écarterons la seconde loi, parce que le centre du soleil 
serait toujours au centre de la trajectoire, ce qui est contraire 
aux observations. Il ne reste donc que l'attraction universelle 
riemannienne telle que nous l'avons définie. 

En géométrie euclidienne, il y a une restriction à faire : les 
trajectoires ne sont fermées que si la vitesse initiale ne dépasse 
pas une certaine limite qui dépend delà position de l'astre. Ici 
il n'y a aucune restriction à formuler ; on peut bien avoir une 
parabole ou une hyperbole, si la vitesse est assez grande ; mais 
les trajectoires sont toujours fermées ; tous les mouvements 
sont périodiques. 

Il peut se faire cependant que la trajectoire soit rectiligne ; 
cela se présenterait si la vitesse initiale était dirigée vers le 
centre d'attraction. L'équation du mouvement rectiligne peut 
être intégrée facilement. Lorsque le rapport e est égal à zéro, 
la trajectoire est une circonférence. Ce rapport ne peut jamais 
devenir imaginaire. En effet, si dans l'équation (44), nous 
exprimons la constante h par les dérivées initiales des coor- 
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données polaires, si on élimine la dérivée de 9 au moyen de la 
valeur de C, l'équation (44) prend la forme 



£- r^Y+A ^ Y- 



61. Force répulsive. — La force répulsive émanant d'un 
point est identique à une force attractive émanant du point 
opposé. Un point sollicité par une force répulsive qui varie en 
raison inverse du carré du sinus de la distance au centre 
d'action, décrit donc une conique autour du point opposé au 
centre d'action comme foyer. Le centre de répulsion est égale- 
ment un foyer, mais il est situé sur le grand axe de la courbe 
opposée à la trajectoire. 

62. Beautés étranges de la mécanique riemannienne. — 
Lorsque le paramètre k tend vers l'inflni, la géométrie rieman- 
nienne devient identique à la géométrie euclidienne ; il en est 
de même de la mécanique riemannienne, et toutes les formules 
que nous avons établies conduisent aux formules de la méca- 
nique euclidienne lorsque le paramètre tend vers l'inflni. Les 
non-euclidiens peuvent parfaitement soutenir que l'attraction 
universelle riemannienne explique aussi bien le monde que 
l'attraction ordinaire ; il suffît de supposer le paramètre assez 
grand pour que les différences entre les deux géométries soient 
plus petites que les erreurs d'observations. Mais en examinant 
la question de plus près, on aperçoit que la mécanique rieman- 
nienne présenterait des singularités qui sont contraires à toutes 
les idées reçues. Ainsi, on considère comme évident que la grà-. 
vitation universelle doit décroître quand les distances augmen- 
tent indéfiniment. Nous venons de dire que le soleil attire les 
planètes, c'est dire que le point opposé au soleil les repousse. 
L'attraction ne décroît pas constamment quand la distance 
augmente ; elle passe par un minimum quand la distance 
devient im quadrant ; elle augmente ensuite avec la dis- 
tance, et c'est quand la distance est la plus grande possible que 
l'attraction redevient infinie comme à une distance nulle. Le 
point fictif qui est l'opposé du soleil posséderait donc cette 
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propriété de repousser avec une force infiniment grande les 
particules matérielles qui lui sont infiniment voisines. Les non- 
euclidiens qui affirment que les géométries non euclidiennes 
ne changeraient pas la mécanique, ne paraissent pas avoir 
examiné avec attention toutes les beautés étranges de la 
mécanique riemannienne. 

63. Mouvement périodique de deuxième espèce. — Les deux 
lois de force qui conduisent à une trajectoire fermée donnent 
une conique riemannienne pour cette trajectoire. On peut le 
démontrer sans calcul, en remarquant que l'équation (53) a la 
môme forme que l'équation que l'on trouve en mécanique 
euclidienne. La variable z représente alors l'inverse du 
rayon vecteur ; on obtient donc une conique euclidienne en 
prenant comme coordonnée dans un plan l'angle 6 et l'inverse 
de z. Projetons la trajectoire riemannienne du centre de la 
sphère idéale sur le plan tangent à cette sphère mené par le 
centre d'action ; le point de la courbe projetée a pour coordon- 
nées : 

et p = Aj tg 

On voit donc que le rayon vecteur de cette courbe est pro- 
portionnel à l'inverse de z ; cette courbe est donc une conique 
euclidienne, . et la courbe sphérique correspondante est une 
conique riemannienne. Lorsqu'on adopte la première loi de 
force, le centre d'attraction est le foyer de la conique eucli- 
dienne ; il est facile d'en conclure que c'est aussi le foyer de la 
conique sphérique. Pour la seconde loi de force, le centre 
d'action est le centre de la conique euclidienne et de la conique 
riemannienne. 

On arrive au même résultat en intégrant l'équation (53). Nous 
avons déjà traité le cas de la première loi de force ; pour la 
seconde loi, on trouve : 



V (^ 



-1] z^ - ^ ** 



C^ ^ I - " C* 
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En égalant la quantité sous le radical à zéro, on trouve deux 
valeurs de z* que nous représenterons par des cotangentes ; 
nous aurons : 

a h i^ h' 

COtg'-^COtg*^ - -g7- 

a h h k* 

co%' j- + cotg* -^ ^ -^r- - 1 

Le double de l'angle s'exprime par un arc cosinus ; on en 
déduit facilement : 

r a h 

Z' = cotg' £ =- cotg* -^ cos^ + cotg* -r- sin'0 (54). 

C'est l'équation d'une conique dont les demi-axes sont a et h. 
On obtient la position du point en fonction du temps en appli- 
quant l'équation (36) ; on remplace dans cette équation le sinus 
du rayon du vecteur par sa valeur en fonction de l'angle G. 
On est conduit à poser 

. b 
sin -" 

% tg n (55) ; 

sin -7- 

k 

on trouve par des calculs faciles, 

G t 



k* sm -r- sin — 
k k 



On exprime C au moyen du produit des cotangentes des demi- 
axes en appliquant l'une des formules qui donnent les axes en 
fonction des constantes d'intégration ; on trouve : 

„ = — Lyz_ (56). 

ah ^ ^ 

cos -r cos V- 
k k 
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Pour interpréter l'angle u, 11 suffit de faire correspondre la 
conique riemannienne à la circonférence décrite sur le grand 
axe en faisant correspondre les points situés sur des parallèles 
au petit axe ; Fangle ii est Tangle du cercle qui correspond à 
Tangle 0* Pour le démon trer,on calcule les coordonnées du point 
de la circonférence en fonction de Tangle a ; on en déduit les 
coordonnées du point correspondant de la conique ; on retrouve 
l'angle 9 donné par la formule (55). 

La durée de la révolution s'obtient en donnant à u une valeur 
égale à 2 :: ; on trouve 

r= -^=1 cos — cos — (oi). 

Les révolutions sont approximativement isochrones lorsque 
le i>aramètre est très grand vis-à-vis des axes ; mais Tisochro- 
nisme absolu n'existe plus comme dans la mécanique eucli- 
dienne* Si l'un des demi-axes tend vers un quadrant, la durée 
de la révolution tend vers zéro; les vitesses tendent vers 
rhifînî. Il faut remarquer que la force devient aussi infinie j 

lorsque la distance au centre d'action devient un quadrant. Si | 

la distance dé|>asse un quadrant, la force change de signe ; elle 
devient donc répulsive. On i>eut dire aussi que la force est 
toujours attractive, mais que l'on doit prendre comme centre 
d'action celui des deux centres opposés qui est le plus 
rapproché du point sollicité. 

Si la force était répulsive par rapport au centre le plus 
rapproché, on devrait changer le signe de u. 11 faut alors 
changer le signe de 

cotg'— ; 

on trouve une conique dont l'un des axes est imaginaire. I^s 
axes redeviennent réels en prenant l'un des deux aulres 
centres. On |>eut encore trouver l'angle G en fonction du temj>s; 
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mais deux cas peuvent se présenter. Les formules précédentes 
sont encore applicables si Ton a 



cotg* < 1. 

k 

On remplacera le sinus du petit axe par 

1 



y/l- cotgv^ 



Dans le cas contraire, Tangle ii s'exprime par des exponen- 
tielles ou une tanfçentc hyperbolique. Dans les deux cas, il se 
présente une singularité analogue à celles que Ton rencontre en 
mécanique euclidienne quand la force est infinie. 11 est impos- 
sible de savoir ce qui se passe quand le point arrive à une 
distance d'un quadrant du centre d'action, c'est-à-dire à l'un 
des sommets réels de la conique. L'intégrale des pseudo-aires 
est l'intégrale ordinaire des aires appliquée à la projection sur 
un plan perpendiculaire à l'axe euclidien qui joint le centre de 
la sphère idéale au centre d'action ; la projection de la trajec- 
toire est un arc d'ellipse dans le premier cas, et d'hyperbole 
dans le second cas. Le rayon vecteur de cette courbe projetée 
doit engendrer une aire euclidienne qui croit i)roportionnelle- 
ment au temps. Que se passe-t-il lorsque le point projeté se 
trouve à l'extrémité de l'arc ? Si le rayon continue à tourner 
dans le même sens conformément au théorème des aires, on 
trouve que le point matériel doit occuper des positions imagi- 
naires sur .la sphère. Si le rayon vecteur s'arrête ou tourne en 
sens contraire, l'intégrale des aires n'est plus respectée. Si l'on 
prend cette position critique comme position initiale, on trouve 
une vitesse infinie dirigée suivant la droite que joint le centre 
d'action au point matériel et une force infinie. 11 y a une infinité 
de mouvements qui réalisent ces conditions ; il est donc impos- 
sible de déterminer le mouvement qui se produit après la posi- 
tion critique. On rencontre une difficulté du môme genre dans 
le mouvement rectiligne euclidien d'un point soumis à une 
attraction qui varie en raison inverse du carré de la distance ; 
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la formule que Ton établît indique que la vitesse change de 
*!-f-nf5 en passant par Tintîni, lors4|ue le point atteint Ia«position 
du centre d'action. En rvalilé, il y a indêtemiination,'el en 
prolongeant les mêm^i^s constantes d^intê^rration au-delà de la 
position critique, on trouve un résultat impossible. 

$ 52. — GÉOMÉTRIE LOBATSCHEWSKIEXXE- 

64. Généralités. — On obtient la géométrie lobatschews- 
kienne en changeant le signe du carré du paramètre dans les 
é<{uatîons de la géométrie riemannienne. Nous poserons donc : 

k = ik 

La sphère idéale est alors une sphère imaginaire ; on y appli- 
que la projection stéréographique ; les ligures projetées sont 
dites égales quand les figures correspondantes de la sphère le 
M>nt. Ces mots ont un sens purement analytique, mais absolu- 
ment précLs. Les formules du n* 16 permettent de déterminer 
un point (x^ y) du plan, au moyen des coordonnées du point 
de la «»phêre; le mouvement d'une figure lobatschewsldenne 
invariable dans son plan,est défini par un mouvement euclidien 
sur la sphère, c'est-à-dire par une substitution orthogonale 
dans l'espace euclidien. Les formules qui donnent les mesures 
euclidiennes des grandeurs sur la sphère imaginaire sont applî- 
iciabht^ à la gécjmétrie lobatschewskienne, car ces formules 
s^>nt des int^^grahfs d'éléments infiniment petits que l'on mesure 
[lar l'/^galfté; fiar définition, les éléments du plan sont dits 
itiÇHUx quand les éléments correspondants de la sphère le sont; 
<lonc ces éléments ont la même mesure. 

Toiil^*s Uth prrjpriét^-s de la géométrie riemannienne sont 
applicables à la g/?ométrie lobatschewskienne, car elles 
jM^vent Hrt* vérîfî#Vfs par l'analyse et ces vérifications sont 
îndéi>enda«tr^ de la valeur réelle ou imaginaire du paramètre. 
Mais il r*st bien évident que les points réels d'une géométrie 
{Kmvent devenir imaginaires dans l'autre, et inversement. 

I>*s formub^ de la trigométrie sphérique sont applicables 
aux triangb^ lol^it^^rrhenskiens, mais les côtés doivent être di- 
visée Ipur un rayon iuia^f inaire ; les lignes trigonométriques des 
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angles qui correspondent à ces cotés, s'expriment par les lignes 
trigométriques hyperboliques. 

65. Vecteurs spéciaux, — A tout point réel du plan corres- 
pondent des coordonnées d'un point de la sphère idéale ; elles 
sont données par les formules (4) et (5) du n° 16. En tenant 
compte de la valeur imaginaire du paramètre, on reconnaît que 
les coordonnées x^ et x^ sont réelles, tandis que l'on a : 

Xo = z i, 

z étant une quantité réelle. La coordonnée vectorielle d'un 
point réel du plan est donc : 

e = X, II, + a:, u, + ^ î Uo. 

C'est un vecteur imaginaire d'un domaine que nous appelle- 
rons le domaine spécial ; le vecteur lui-même sera appelé 
vecteur spécial. De plus, le carré de ce vecteur est égal au 
carré du paramètre ; il est donc négatif. 

Les coordonnées homogènes s'obtiennent en multipliant les 
coordonnées ordinaires par un rapport constant ; nous suppo- 
serons ce rapport réel. La coordonnée vectorielle homogène 
est encore un vecteur spécial dont le carré est négatif. 

Réciproquement, si l'on donne arbitrairement une coor- 
donnée vectorielle homogène, et si l'on peut la ramener dans 
le domaine spécial en la divisant par une quantité quelconque, 
les formules (2) détermineront deux points du plan, en rempla- 
çant le paramètre par : 



± \/xl + xl + xl 

Ces points correspondent à deux points opposés de la sphère ; 
nous les appellerons encore points opposés dans le plan. 

On reconnaît facilement que ces deux points sont réels, si 
le carré du vecteur spécial est négatif. Si ce carré est positif, 
on obtient deux points opposés imaginaires ; mais la perspec- 
tive du vecteur est réelle, car le rapport des coordonnées x et y 
est réel. 
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Le domaine spécial des vecteurs est donc divisé en deux 
parties : 1*" le domaine des coordonnées vectorielles des points 
réels du plan, dont le caractère distinctif est que les carrés des 
vecteurs sont négatifs ; 2° le domaine des vecteurs spéciaux, 
dont les carrés sont positifs, il correspond à un domaine 
imaginaire spécial du plan, caractérisé par cette propriété que 
les points imaginaires conjugués sont des points opposés. 

Ces deux domaines sont séparés par le cône isotrope qui est 
le cône des coordonnées vectorielles dont le carré est nul. Pour 
abréger le langage, nous dirons que les coordonnées vecto- 
rielles des points réels sont à l'intérieur du cône isotrope et que 
les coordonnées vectorielles des points du domaine imaginaire 
spécial du plan sont à l'extérieur de ce même cône. 

Le vecteur spécial est une fonction linéaire à cœffîcients réels 
des trois vecteurs 

u. , uT , î Uo ; 

chacun de ces vecteurs est spécial ; les deux premiers sont à 
l'extérieur du cône isotrope et déterminent les points imagi 
naires de la sphère idéale situés sur les axes O x, et Ox, ; le 
troisième est à l'intérieur du cône isotrope et détermine un 
point réel Xo qui, en projection stéréographique, se confond avec 
le point 0. En géométrie riemannienne, les trois axes déter- 
minent un triangle trirectangle qui est le triangle de référence ; 
en géométrie lobatschewskienne, ce triangle a deux sommets 
imaginaires et se réduit à un angle droit. 

66. Théorème des {lecteurs normaux, — Si un vecteur est cà 
l'intérieur du cône isotrope, les vecteurs qui lui sont normaux 
sont à l'extérieur. Dans un système d'axes trirectangulaires 
du domaine spécial, l'un est à l'intérieur du cône isotrope et les 
deux autres à l'extérieur. 

Soient e, e\ deux vecteurs normaux du domaine spécial ; 
leurs projections sur le plan des x, , x, , sont deux vecteurs 
réels ; le carré du moment de ces vecteurs réels est positif. 
Exprimons ce carré par la formule connue, et tenons compte de 
la condition de perpendicularité des vecteurs, on trouve : 

(e' — xl) e" — e' x'I > 0. 



On déduit facilement de cette inégalité que les carrés des 
deux vecteurs sont de signes différents. 

Si l'un des vecteurs est A l'intérieur du cône isotrope, les 
deux autres doivent être à l'extérieur; mais il faut encore 
démontrer que les trois vecteurs ne peuvent pas être à l'exté- 
rieur de ce cône. 

Supposons que les deux vecteurs orthogonaux e et e' soient 
à l'extérieur du cône isotrope ; le troisième vecteur est propor- 
tionnel au moment des deux premiers. Ce moment est une 
fonction linéaire à coefficients réels des trois vecteurs 

ïïo, îu., îïï, ; 

il n'est pas dans le domaine spécial, et pour l'y ramener, il faut 
le multiplier par î ; le troisième vecteur est donc de la forme 

mi M ee' ; 

le carré de ce vecteur est 

— m' e* e'% 

il est négatif; donc le troisième vecteur est à l'intérieur du 
cône isotrope. 

Si l'on fait mouvoir, dans le domaine spécial, les axes trirec- 
tangulaires primitivement choisis, on obtient un nouveau 
système d'axes qui détermine encore un triangle, trirectangle 
qui se réduit à un angle droit ; les deux autres sommets sont 
dans le domaine imaginaire spécial ; les perspectives des trois 
axes sont réelles. 

67. Les deux mondes lobatschei^^skiens. — Nous avons vu 
en géométrie riemanienne, que le cône isotrope détermine sur 
la sphère idéale le cercle de l'infini dont la projection stéréo- 
graphique est le cercle imaginaire 

r* H- k' = 0. 

Dans la géométrie lobatsche wskienne, ce cercle devient réel ; 
c'est le cercle de centre O et de rayon k\ Il est facile de voir que 
la circonférence de ce cercle est l'infini lobatsche wskien. En 
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effet, reprenons la formule (9) du numéro 20 ; on peut la mettre 
sous la forme : 

. . l 3 k' 

k sm 



2k \/ (k'I — r') {k'- — r'*) 

Si les deux points sont h l'intérieur de la circonférence de 
centre O et de rayon A', la distance est réelle. Si l'un des points 
tend vers cette circonférence, la distance tend vers l'infini. On 
peut donc construire une géométrie complète à l'intérieur de 
cette circonférence. 

Si les deux points sont à l'extérieur de cette circonférence, la 
distance est encore réelle et peut tendre vers l'infini ; on peut 
donc construire une seconde géométrie complète à l'extérieur 
de la circonférence limite. On peut dire que dans le plan eucli- 
dien, il y a deux mondes lobatschewskiens séparés par une 
circonférence euclidienne ; pour les géomètres de chacun dès 
deux mondes, cette circonférence est l'infini et l'inaccessible. 

Comme en géométrie riemannienne, le cercle de l'infini est 
normal à toutes les droites, c'est donc un cercle dont le centre 
et les rayons sont partout ; mais il ne faut plus dire que la cir- 
conférence n'est nulle part, car cette circonférence est réelle et 
occupe une position euclidienne bien déterminée. Dans la 
géométrie riemannienne, l'infini est imaginaire ; il est réel dans 
la géométrie lobatschewskienne. 

Un vecteur homogène situé à l'intérieur du cône isotrope, 
détermine deux points opposés A et A' du plan ; on a 



OA OA' ^ — k' = A'V 

A tout point de l'un des mondes, correspond un point opposé 
dans l'autre monde ; à toute figure de l'un des monde, corres- 
pond une figure opposée dans l'autre monde ; les longueurs, les 
angles et les surfaces sont les mêmes dans les deux figures. La 
géométrie que nous considérons est donc une géométrie double ; 
on obtiendrait une géométrie simple où les figures opposées 
sont confondues, en projetant les figures sphériques du centre 
de la sphère idéale sur un plan tangent. 



— ior> - 

Si Ton applique la formule de la distance écrite plus haut aU 
cas de deux points situés dans deux mondes différents, on 
obtient une distance imaginaire; on peut mettre cette distance 
sous la. forme : 

l ^ t: k ^ V; 

le premier terme représente la distance du premier point à son 
opposé; le second terme représente la distance réelle de cet 
opposé au second point et peut avoir les deux signes. On peut 
dire que la distance des deux points de mondes différents est 
supplémentaire d'une distance réelle. 

Sur une droite réelle, la distance de deux points du domaine 
imaginaire spécial est réelle, la distance d'un point réel à un 
point du'domaine imaginaire spécial est complémentaire d'une 
distance' réelle. Sur une droite imaginaire, la distance de deux 
points du domaine imaginaire spécial est l'arc qui mesure un 
angle réel, dans la circonférence dont le rayon est le paramètre. 
On démontre facilement ces propositions en choisissant conve- 
nablement les axes trirectangulaires de l'espace euclidien. 
Nous les choisirons de manière que les points imaginaires de 
la droite réelle aient pour coordonnées 



on doit avoir : 
on trouve : 



^-^-P, >i; 



l a 

COS -r- = , 



Le cosinus est réel, plus grand que l'unité ; on trouve une 
distance réelle. 
Si l'on prend comme premier point, le point 
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en conservant le même second point, on trouve une distance 
complémentaire de la précédente. 
Si Ton prend les deux points : 



on trouve : 



l 



cos -r- = , 

le second membre est le cosinus d'un angle réel. 

68. Droite lohatschewskienne, — I/équation homogène du 
premier degré, la plus générale, en coordonnées de l'espace 
euclidien, peut toujours se mettre sous la forme 

e a = 0. 




Fig. 17. 
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Nous ne considérons que les équations qui sont à coefficients 
réels, lorsqu'on introduit la coordonnée z au lieu de la coor- 
donnée Xo. Le vecteur a est alors un vecteur spécial ; c'est la 
coordonnée vectorielle de l'un des pôles absolus de la droite ; 
nous dirons que c'est la coordonnée de la droite. Dans l'espace 
euclidien, l'équation représente un plan normal au rayon du 
pôle. 

Si la coordonnée de la droite est à l'intérieur du cône 
isotrope, les pôles de la droite sont réels, mais en vertu du 
théorème des vecteurs normaux, la droite est dans le domaine 
imaginaire spécial. Si la coordonnée de la droite est à l'inté- 
rieur du cône isotrope, les pôles de la droite sont dans le 
domaine imaginaire spécial ; la droite est en partie dans le 
domaine réel et le domaine imaginaire spécial. 

Gomme en géométrie riemannienne, les droites sont des 
circonférences de même puissance par rapport à l'origine O ; 
elles sont orthogonales à une circonférence fixe. Mais ici cette 
puissance est positive et la circonférence fixe est réelle ; c'est 
la circonférence limite. 

Soient (ftg. 17) Ox, x^ les axes situés dans le plan de vue et 
qui sont leurs propres perspectives ; le troisième axe x^ se 
montre suivant un point qui se confond avec l'origine 0. La 
circonférence limite est réelle ; son rayon est 

D = k\ 

Toutes les droites euclidiennes qui passent par sont nor- 
males à la circonférence limite ; ce sont aussi des droites 
lobatschewskiennes. Toute droite réelle B A coupe la circon- 
férence limite en deux points X et Y ; le centre euclidien se 
trouve à l'intersection des tangentes menées aux points X et Y 
à la circonférence limite. Le plan de vue coupe la sphère idéale 
suivant une circonférence qui est la droite vue en vraie gran- 
deur ; mais ici cette circonférence est imaginaire ; c'est le côté 
imaginaire du triangle trirectangle qui correspond aux axes. 

69. Problèmes sur la droite, — Nous allons résoudre au 
moyen d'instruments euclidiens, les problèmes que nous avons 
résolus au n° 6 en géométrie riemannienne. 
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1°. On donne (Vig. 17) un point A, trouver son opposé A' par 
lequel passent toutes les droites menées par A. On tire O A, 
on mène la perpendiculaire A D jusqu'à la circonférence limite ; 
la tangente en D à la circonférence limite détermine le point 
A' sur A. 

2°. Mener une droite lobatschewskienne par deux points non 
opposés A et B. La construction donnée au n** 6 n'est pas 
changée. Il en est de même pour les deux autres problèmes : 
mener une droite touchant une droite euclidienne en A ou 
faisant en A un angle donné avec une ligne donnée. 

3^. Tracer une droite lobatscheswskienne, connaissant son 
centre euclidien. Du centre donné I, on mène deux tangentes à 
la circonférence limite ; on prend l'une des tangentes comme 
rayon euclidien. 

4°. Trouver les pôles d'une droite donnée. Ces pôles sont ima- 
ginaires ; on les détermine en menant deux droites lobatschews- 
kiennes normales à la droite donnée ; on peut prendre, pour 
l'une des droites, la droite euclidienne qui joint le point au 
centre euclidien I de la droite donnée. 

i"". Décrire une droite d'un pôle donné. La droite ne sera 
réelle que si le pôle est dans le domaine imaginaire spécial. On 
détermine ce pôle par l'intersection de deux droites M Y et H F. 
Le problème revient alors à mener une perpendiculaire com- 
mune à ces deux droites. Le centre euclidien de la droite 
cherchée est conjugué aux centres euclidiens des droites 
données dans la circonférence limite ; il est donc à l'intersec- 
tion des polaires X' Y' et HF de ces deux centres. Si le pôle 
donné est réel, la droite est imaginaire ; on trouve cependant 
son centre euclidien, soit par la construction précédente, soit 
en cherchant le conjugué harmonique du point par rapport 
au segment qui joint le pôle à son opposé ; ce centre euclidien 
est un point réel situé à l'intérieur de la circonférence limite ; le 
rayon euclidien est imaginaire. 

6°. D'un point donné M, abaisser une perpendiculaire à une 
droite donnée AB. La droite cherchée est une circonférence 
euclidienne qui passe par le point M et son opposé, et dont le 
centre se trouve sur X Y, polaire de la droite donnée dans la 
circonférence limite. 
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T. Construire la perpendiculaire commune à deux droites. 
Ce problème est résolu plus haut. 

70. Droites parallèles. — Soit B G (fig. 18) une droite quel- 




Fig. 18. 

conque et A un point extérieur ; si Ton joint le point A à un 
point C de la droite donnée, on obtient une sécante qui coupe 
cette droite en deux points opposés C et C ; si le point C tend 
vers l'infini, c'est-à-dire vers le point X, la sécante a pour 
limite la droite AX qui est l'une des parallèles de Lobats- 
chewsky ; la droite A Y est l'autre parallèle menée du même 
point A. Abaissons, du point A, la i:erpendiculaire A JB à la 
droite donnée ; une formule connue du triangle sphérique 
rectangle appliquée aux triangles ABX et A i3 y donne 

AB 
cotg XA B == cotg Y A B= i sin -r- • 
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Les deux angles égaux donnés par cette formule sont l'angle 
du parallélisme. 

Si le point A se déplace en A' sur la parallèle et tend vers 
rinfmi, on a dans les deux géométries euclidiennes et non 
euclidiennes, 

limXA'B' = 0; 

on a donc aussi, en géométrie lobatschewskienne, 

limA'B' = 0. 

La droite A X a donc plutôt le caractère d'une asymptote que 
celui d'une parallèle. Il arrive souvent que les propriétés des 
parallèles euclidiennes se transmettent aux parallèles de la 
sphère ou lignes équidistantes ; quelquefois elles se transmettent 
aux perpendiculaires à une même droite ; elles se transmettent 
rarement aux parallèles de Lobatschewsky. 

71. Cercle lobatschewskien. — On détermine un cercle en se 
donnant un centre réel C dans le premier monde et un rayon 
réel ; ce cercle a un second centre C opposé du premier, mais 
alors le rayon est imaginaire ; il est le supplément du rayon 
réel. Comme en géométrie riemannienne, le cercle lobatschews- 
kien est un cercle euclidien dont le centre euclidien est le 
conjugué harmonique du point par rapport au segment qui 
joint les deux centres non euclidiens. En faisant varier le rayon, 
on obtient une famille de cercles concentriques dont fait partie 
la circonférence limite. Si le rayon issu du point C varie de 
zéro à l'infini, on trouve des cercles intérieurs à la circonfé- 
rence limite. Si le rayon issu du point C varie de zéro à l'infini, 
on obtient des cercles situés à l'extérieur de cette limite. L'un 
de ces cercles est une droite euclidienne ; c'est l'axe radical 
commun de tous les cercles. On l'obtient en menant une perpen- 
diculaire euclidienne sur le milieu de CC. Si l'on fait tourner 
une figure plane autour du point C dans son plan, toutes les 
circonférences concentriques, y compris la circonférence limite, 
glissent sur elles-mêmes. 

72. Lignes équidistantes. — Donnons-nous un centre et son 
o pposé dans le domaine imaginaire spécial ;. nous le détermi- 
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nerons (fig. 17) par l'intersection de deux droites non sécantes 
MA et H F. En prenant pour rayon un quadrant de la sphère 
imaginaire, on obtient la droite A B, polaire absolue du centre 
donné. En donnant au rayon un accroissement réel positif ou 
négatif, nous obtiendrons les circonférences concentriques ou 
parallèles ; ce sont les lignes équidistantes de Lobatschewsky. 
La circonférence limite fait partie de la famille des circonfé- 
rences concentriques ; l'axe radical euclidien commun est donc la 
droite euclidienne X Y qui joint les points à l'infini de la droite 
A D. Les lignes équidistantes sont donc les circonférences 
euclidiennes qui passent par les points X et Y; elles s'étendent 
dans les deux mondes. 

Toutes les normales à la droite A JB sont les rayons des cir- 
conférences concentriques ; l'un de ces rayons est la droite 
euclidienne I ; c'est l'axe radical euclidien commun à tous 
ces rayons. Les circonférences concentriques et les rayons 
forment en géométrie euclidienne deux familles de circonfé- , 
rences orthogonales. Il est à remarquer que la même figure 
euclidienne peut être interprétée par la géométrie riemannienne 
comme par la géométrie lobatschewskienne. On peut facilement 
déterminer le centre et le paramètre d'une géométrie rieman- 
nienne où les circonférences concentriques deviennent des 
rayons passant par les points opposés X et Y et les rayons 
deviennent les circonférences concentriques de centres X et Y. 

73. Lignes limites. — Donnons-nous un centre C (fig. 19) sur 
la circonférence limite ; on le déterminera en géométrie lobat- 
schewskienne en se donnant une droite et le sens dans lequel 
on doit porter la distance infiniment grande. Le centre étant à 
l'infini, il faut évidemment prendre un rayon infini pour 
obtenir une circonférence ; la définition ordinaire du cercle 
devient donc illusoire. Nous y substituerons la suivante : les 
circonférences dont le centre est un point C à l'infini sont les 
trajectoires orthogonales de la famille de droites parallèles ou 
asymptotiques à 1^ droite donnée qui se dirigent vers le point C. 

La famille de ces droites parallèles est une famille de circon- 
férences euclidiennes ayant en 6" une tangente commune OC. 
On reconnaît immédiatement que ces trajectoires orthogonales 
forment une famille de circonférences touchant la circonférence 
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limite en C. Ces circonférences sont les lignes limites de Lobat- 
schewsky. 




Fig. 19, 

75. Problèmes sur le cercle lobatschewskien. — Nous allons 
reprendre les problèmes que nous avons résolus au n° 7 en géo- 
métrie riemannienne et les résoudre en géométrie lobatschews- 
kienne au moyen d'instruments euclidiens. 

1"*. Construire un cercle, connaissant le centre et un point de 
la circonférence. Si le centre^est réel, il n'y alaucun changement 
à apporter dans la solution déjà donnée. Si le centre est dans 
le domaine imaginaire spécial, on mène d'abord (fîg. 17) la 
polaire absolue A B du centre supposé donné par l'intersection 
de deux droites ; cette droite coupe la circonférence limite aux 
points X, y, communs à toutes les circonférences concentriques ; 
on trace une circonférence passant par le point donné M et les 
deux points X, Y. Si le centre est à l'inflni en C(fig. 19), on trace 
une circonférence passant par le point donné et touchant la 
circonférence limite au point C. 

2°. Trouver les deux centres lobatschewskiens d'un cercle 
donné. La solution donnée au numéro 7 n'est pas changée, sauf 
pour la ligne limite où les deux centres sont immédiatement 
donnés ; c'est le point de contact de la ligne limite et de la 
circonférence limite ; il est son propre opposé. 
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3" Construire Taxe radical euclidien commun à tous les cercles 
concentriques à un cercle donné. On construit Taxe radical du 
cercle donné et de la circonférence limite ; cet axe est une 
corde ou une tangente commune quand la circonférence 
donnée atteint la circonférence limite. 

4" Déplacer une figure lobatschewskienne invariable dans 
son plan. Si le centre de rotation finie est réel, l'angle 6 de la 
rotation est réel et le déplacement d'un point situé à une 
dislance r dd centre est, comme sur la sphère, 

s z= 6 fc sin 

k 

Si le centre de la rotation finie est dans le domaine imagi- 
naire spécial, la polaire de ce centre glisse sur elle-même ; l est 
le déplacement de glissement, on a 

l ^ k B 

ce qui prouve que l'angle de la rotation est imaginaire. Les 
lignes équidistantes de la polaire glissent aussi sur elles- 
mêmes ; si h est la distance à la polaire, on a 

r =- ± /i, 

2 



ce qui donne 



l cos 

k 



Lorsque le centre de la rotation finie est à l'infini, on doit se 
donner le glissement s^ de l'une des lignes limites ; à la 
distance h en fuyant le centre, on aura 

cos + k sm 

k k 

On arrive à cette formule en appliquant l'une ou l'autre des 
précédentes et en passant à la limite. 
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4" Porter une distance lobatschewskienne A B (fig. 4) à 
partir d'un point C, sur une droite donnée C F. La construction 
donnée au n" 7 subit de grandes simplifications à cause 
de la réalité du cercle de l'infini. Il s'agit d'amener par 
une rotation la droite A B en C F ; toutes les trajectoires 
sont des circonférences ayant même axe radical euclidien, et la 
circonférence limite est une de ces trajectoires ; il résulte de là 
qu'une circonférence arbitraire détermine, en coupant trois 
trajectoires, trois cordes qui passent par un même point de 
l'axe radical euclidien commun. On trace la trajectoire AC 
comme il a été dit ; en menant un cercle, par le point B, qui 
coupe la circonférence A C et la circonférence limite, on déter- 
minera deux cordes, on en déduira une troisième corde BB' 
dans la trajectoire inconnue du point B. Cette trajectoire est 
alors déterminée, car son centre euclidien se trouve sur la 
droite qui joint le point O au centre euclidien de A C. 

La construction se simplifie encore davantage lorsque la 
trajectoire A C coupe la circonférence limite en deux points 




Fig. 20. 

réels A', Y; toutes les trajectoires passent par ces points et la 
trajectoire du point B s'obtient en menant une circonférence 
par ce point et les i)oints X et Y. 
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Il est intéressant de constater que cette construction réussit 
encore quand il s'agit de porter une distance dans un autre 
monde. Soit (fîg. 20) à porter la distance AB à partir du 
point C sur la droite CF. On mène les tangentes euclidiennes 
A if et C H, on circonscrit un cercle au triangle AHC ; le 
milieu T de l'arc A C détermine les tangentes à la trajec- 
toire A C. Cette trajectoire coupe la circonférence limite en deux 
points A", Y; on tm^'o la trajectoire du point B, qui est une 
circonférence déterminée, par les trois points B, A' et Y; on 
obtient le point F. 

On peut supposer que la droite AB fait partie d'une figure 
quelconque ; cette figure passera dans l'autre monde en satis- 
faisant à l'égalité lobatschewskienne. Dans ce mouvement, la 
circonférence limite glisse sur elle-même ; mais les points 
X et Y restent immobiles ; la figure XAB vient on XCF; le 
point M vient en N. On voit que la seconde position de la figure 
ressemble vaguement à une position symétrique de la première 
par rapport au point A. 

Il est bien évident que, pour le géomètre lobatschewskien, 
ce mouvement sera impossible à concevoir; car, quelle que soit 
la rapidité avec laquelle la figure se déplace, elle ne pourra 
jamais atteindre l'infini. Nous pouvons concevoir ce mouve- 
ment, parce que nous mesurons les distances autrement, et nos 
vitesses finies deviennent infinies ou impossibles pour le 
géomètre lobatschewskien. 

Cependant, même au point de vue euclidien, il y a une 
discontinuité dans le mouvement. Nous avons dit que le point 
X est immobile ; le point M décrit la trajectoire MN ; mais il ne 
peut passer par X, car en X il deviendrait immobile. L'analyse 
explique parfaitement cette antinomie. 

Si l'on adopte les trois coordonnées déduites de la considé- 
ration de la sphère, on passe de la première position à une 
position quelconque par une substitution orthogonale ; il n'y a 
lieu de considérer que les substitutions où les coefficients 
deviennent réels en introduisant les coordonnées z. Dans une 
substitution orthogonale, le carré d'un vecteur est un inva- 
riant ; or, le carré de la coordonnée vectorielle d'un point réel 
est négatif; il est donc impossible que cette coordonnée 
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atteigne le cône isotrope, car son carré serait nul. Si dans les 
équations (4) et (5), on suppose le point sur la circonférence 
limite, on trouve que les valeurs de / et des coordonnées 
deviennent infinies ; pour amener un point du plan sur la 
circonférence limite, il faut donc que les coefficients de la 
substitution deviennent infinis, ce qui est une impossibilité. 
Il résulte de là qu'au point de vue euclidien, la figure A B peut 
se rapprocher autant que Ton veut du point X, qu'elle peut 
sauter au-delà du point X ; mais le point X est une interrup- 
tion ponctuelle de toutes les trajectoires. 

76- Distances. — Les constructions des n* 10, 11 et 12, qui 
permettent de porter des distances égales sur deux droites, sur 
une même droite ou sur une même circonférence, sont appli- 
cables à la géométrie lobatschewskienne. Lorsque les deux 
droites se coupent en un point du domaine imaginaire spécial, 
on fait correspondre les points situés à la même distance de la 
polaire absolue du point d'intersection ; cette distance peut 
être portée dans l'un ou l'autre sens. La détermination du point 
de fuite des droites euclidiennes est beaucoup plus facile qu'en 
géométrie riemannienne. Dans le cas de droites ou de lignes 
équidistantes, les points à l'infini se correspondent, ce qui 
donne immédiatement le point de fuite. La perspective du 
centre de l'espace est le pôle de l'axe radical euclidien commun 
par rapport au cercle considéré ; c'est le point de rencontre des 
tangentes à l'infini. Dans le cas d'une circonférence ordinaire, 
l'axe radical euclidien commun s'obtient en coupant, par un 
cercle arbitraire, cette circonférence et la circonférence limite. 

On peut se proposer de traduire les distances en nombres. La 
droite sur laquelle les distances lobatschewskiennes sont égales 
aux distances euclidiennes, est une droite imaginaire. On doit 
donc prendre une unité de longueur et construire une échelle 
sur une droite lobatschewskienne quelconque ; ce mètre ne 
peut se transporter à la manière d'un solide, mais on ramène 
toutes les distances sur ce mètre par un faisceau euclidien ; les 
distances s'obtiennent par une différence de cote. 

On fieut se prrifioser <le construire un mètre lol»atschewskien 
sur une droite fiassant par le point O ; la construction directe 
de cette échelle par les droites euclidiennes est illusoire ; on 
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peut sans doute la déduire d'une autre échelle que Ton peut 
construire par cette métliode, mais on peut aussi construire le 
mètre demandé en utilisant la formule de la distance. Appli- 
quons la formule (9) du n" 20 en prenant, comme premier point, 
Torigine 0, et comme second point, un point dont la distance 
euclidienne au premier point est r ; on trouve 





l r 




"" 2A s/v' + k' 


on en déduit : 






'•-**«2-r 


Posons : 






l 


on trouve : 






u — 1 



U -f 1 

Nous construirons d'abord l'échelle des u par la méthode 
que nous avons indiquée dans notre note sur le calcul des 
cotisations des sociétés de secours mutuels (i). Nous avons pris 
comme unité de longueur lobatschewskienne, 

l = 0.1 k\ 

Nous portons (fîg. 21) 

PQ 



PR 



«1 = 1,10516; 



on trouve l'échelle des u sur la droite RU; les chiffres indi- 
quent les valeurs absolues des distances correspondantes. 

(i) Bulletin mensuel de l'Association des Ingénieurs de Gand, mai 
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Nous trouvons ensuite Téchelle des r par la construction 




Fig. 21. 

indiquée dans notre mémoire sur Tintégration graphique (i). 
Les droites issues du point P qui déterminent l'échelle des u 
forment un système du premier degré. Or, Téchelle des r est 
une échelle homographique de l'échelle des tt. On l'obtient donc 
en faisant une coupe linéaire du système de droites : cette 
coupe AOB est déterminée par les conditions : 

OB = k\ 

0A= — k\ 

Il suffît de construire l'échelle des distances d'un seul côté 
du point O ; l'autre partie est symétrique de la première. La 
construction s'applique aux deux parties ; mais pour les dis- 
tances positives, elle sort des limites du dessin. 

77. Problèmes et théorèmes divers. — Tous les problèmes 
et théorèmes de la géométrie riemannienne peuvent s'appliquer 

(t) Annales de V Association des Ingénieurs de Gand, 1883-1884, pp. 84- 
^,n-lfl2etl93. 
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à la géométrie lobatschewskienne ; nous croyons inutile de 
reprendre toutes les questions traitées aux n°* 14, 15 et 13. 
I^ous nous contenterons de faire les remarques suivantes. 

Les pôles absolus des droites réelles sont imaginaires ; aussi, 
quand nous avons utilisé ces pôles, nous avons toujours 
indiqué une autre solution directement applicable à la géo- 
métrie lobatschewskienne. Les cercles non euclidiens que nous 
avons employés peuvent devenir des lignes équidistantes ou 
des lignes limites. Dans l'un des cas de la construction du 
triangle, nous avons fait glisser un triangle sur sa base ; le 
sommet décrit évidemment une ligne équidistante que Ton 
construit immédiatement en utilisant les points de la base 
situés sur la circonférence limite. Le sommet des triangles de 
même base et de même surface décrit une ligne équidistante 
passant par les opposés des sommets de la base. Le conjugué 
harmonique du milieu d'un segment est le pôle imaginaire de 
la perpendiculaire élevée au milieu du segment. On détermine 
facilement, par un faisceau euclidien issu de 0, les conjugués 
harmoniques des deux infinis, par rapport à un segment ; tous 
les points compris entre les conjugués des infinis ont des con- 
jugés imaginaires. Le sommet d'un faisceau harmonique ou 
anharmonique peut être dans le domaine imaginaire spécial ; 
les droites du faisceau sont alors des normales à la polaire 
absolue du sommet du faisceau. Les théorèmes concernant les 
centres de similitude des cercles peuvent subir de nombreuses 
modifications ; l'un des centres de similitude peut passer dans 
le domaine imaginaire spécial ; les droites issues de ce centre 
sont les normales à la polaire absolue de ce centre. Les cercles 
peuvent devenir des lignes équidistantes ou des lignes limites. 

78. Exemple. — Pour montrer toutes les transformations que 
peut subir une même question en géométrie non euclidienne, 
nous prendrons, comme exemple, le petit problème suivant : 
étant données deux. droites A C ei A B (fig. 15) et un point D, 
mener par le point D une sécante dans l'angle des droites, telle 
que le point D soit le milieu de la sécante. 

Supposons le problème résolu ; le conjugué harmonique du 
point D par rapport à la sécante C B est distant du point D d'une 
longueur égale à un quadrant. Soit G ce point ; on trouvera la 
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droite A Gr en remarquant que c'est la conjuguée harmonique 
de la droite AD dans Tangle des deux droites AC et A B. Le 
point G s'obtient donc en coupant la droite A G par la polaire 
absolue du point D, On peut se passer du point G en remar- 
quant que la polaire de ce point est la perpendiculaire abaissée 
du point D sur la droite A G ; la sécante cherchée s'obtient donc 
en élevant en D une perpendiculaire à la normale abaissée du 
point D sur A G. Cette dernière construction est directement 
applicable à la géométrie lobatschewskienne. 

En géométrie lobatschewskienne, il peut se faire que les 
droites données G A et B A se coupent en un point A du 
domaine imaginaire spécial. On considère alors la polaire du 
point A sur laquelle les quatre droites du faisceau harmonique 
déterminent une division harmonique C D' B' G (le lecteur est 
prié d'imaginer la figure). On a alors la solution suivante : on 
mène la perpendiculaire commune C B' aux deux droites A C et 
A B ; on abaisse du point D une normale DD' k cette perpendi- 
culaire commune ; on cherche le conjugué harmonique G du 
point D' par rapport à C B' en construisant le faisceau harmo- 
nique euclidien C D' B' G ou un autre faisceau non euclidien; 
en G on élève la perpendiculaire G A à la droite C B' ; du 
point D on abaisse une perpendiculaire à G A ; la sécante 
cherchée est normale à cette perpendiculaire. 

Il peut se faire que le point G passe dans le domaine imagi- 
naire spécial ; on construit la polaire de G en menant une 
perpendiculaire commune aux deux droites G et C' B' qui 
déterminent ce point ; cette polaire coupe la droite G- B' au pôle 
de G A ; ce pôle est un point de la polaire de G ou de la perpen- 
diculaire élevée au milieu de la sécante; on trace cette perpen- 
diculaire et la sécante qui lui est normale. 

Il peut arriver que les constructions précédentes donnent une 
sécante qui coupe les deux droites données en deux points du 
domaine imaginaire spécial ; le point D est à égale distance de 
ces deux points, mais cette distance est imaginaire. Ces dis- 
tances seront encore égales en retranchant un demi quadrant ; 
on a donc résolu le problème suivant : étant données deux 
droites G et B, mener une droite X par un point D telle que le 
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point D soit équidistant de la perpendiculaire commune à Cet A'', 
et de la perpendiculaire commune à X et B. 

79. Interprétation par Vhyperholoïde. — Nos figures rieman- 
niennes peuvent être considérées comme une vue en creux de 
figures sphériques ; nos ligures lobatschewskiennes peuvent 
aussi être considérées comme une vue de figures tracées sur 
une sphère ; mais comme cette sphère est imaginaire, cette 
interprétation ne dit rien à l'esprit. Nous arriverons à une 
interprétation réelle en transformant la sphère imaginaire et 
toutes les projetantes ; nous adopterons la transformation qui 
consiste à diviser la coordonnée x„ par i ; c'est-à-dire qu'à un 
point Xo, X,, x^ de la première figure, nous ferons correspondre 
un point xr, x,, x,. La sphère imaginaire se transforme en un 
hyperboloïde de révolution, dont l'équation est 

xj + x; - c* « A- ; 

le cône isotrope devient le cône asymptote de l'hyperbo- 
loïde. 

Nous dirons que deux figures tracées sur Thyperboloïde sont 
égales, quand les figures correspondantes de la sphère imagi- 
naire le sont. L'égalité sur la sphère imaginaire s'exprime par 
une substitution orthogonale; les formules qui expriment 
l'égalité lobatschewskie nue sur l'hyperboloïde, s'obtiennent en 
introduisant les coordonnées ^ dans la substitution orthogo- 
nale. Le mouvement sur la sphère est un mouvement euclidien ; 
la figure mobile est supposée invariablement liée à trois axes 
rectangulaires menés du centre de la sphère ; on donne à ces 
axes un mouvement euclidien. Les axes coordonnés sont des 
axes de la sphère ; la transformation étant linéaire et homo- 
gène, les axes de la sphère deviennent un système de diamètres 
conjugués de l'hyperboloïde ; cela s'applique aux directions 
et aux grandeurs réelles ou imaginaires des diamètres. La 
transformation par l'égalité lobatschewskienne est elle-même 
une transformation euclidienne linéaire et homogène complè- 
tement déterminée en faisant correspondre aux trois axes de 
l'hyperboloïde, trois diamètres conjugués. 

Les plans qui déterminent les grands cercles de la sphère se 
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transforment en d'autres plans qui coupent Thyperboloïde 
suivant des hyperboles ; ce sont les droites lobatschews- 
kiennes. Elles s'étendent dans les deux nappes qui sont les 
deux mondes lobatschewskiens. 

En menant par le centre une droite ou un plan qui ne coupent 
pas l'hyperboloïde, on obtient des points et des droites imagi- 
naires ; ce sont les points et droites du domaine imaginaire 
spécial. Le théorème des vecteurs normaux revient à dire que, 
de trois diamètres conjugués, un seul coupe l'hyperboloïde. 
La rotation d'une figure autour d'un point fixe doit se com- 
prendre de la manière suivante : on joint le centre de l'hyper- 
boloïde au point fixe ; on considère ce diamètre comme le 
diamètre fixe d'un système mobile de trois diamètres conju- 
gués ; toutes les trajectoires sont des sections planes de 
l'hyperboloïde faites par des plans conjugués au diamètre 
fixe; ce sont les circonférences concentriques lobatschews- 
kiennes. Si le diamètre fixe coupe l'hyperboloïde en un point 
du domaine imaginaire spécial, les trajectoires ont des bran- 
ches infinies, ce 3ont les lignes équidistantes. Si le diamètre 
fixe est sur le cône asymptote, les trajectoires sont des para- 
boles ; ce sont les lignes limites. 

Nous pouvons appliquer la transformation de Xo en z aux 
lignes de la projection stéréographique de la sphçre imagi- 
naire ; les lignes projetantes restent droites ; nous obtenons 
une projection stéréographique de l'hyperboloïde. Or, la pro- 
jection stéréographique se trouve dans le plan qui ne change 
pas par la transformation ; elle reste donc la même, et par 
conséquent nos figures lobatschewskiennes du plan peuvent 
être considérées comme une vue de figures tracées sur un 
hyperboloïde de révolution. Nous retrouvons ainsi un cas 
particulier d'une propriété connue : les projections stéréogra- 
phiques des sections planes de la quadrique sont des cercles 
quand le point de vue est un ombilic. 

En résumé, les figures planes lobatschewskiennes que nous 
avons construites, peuvent être considérées comme une vue 
de figures de l'espace tracées sur un hyperboloïde de révolu- 
tion ; le point de vue est l'un des sommets de l'hyperboloïde. 
La nappe postérieure au plan de vue est vue en relief sous la 
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forme d^un cercle dont la circonférence est la circonférence 
limite. La projection de la nappe antérieure occupe la partie 
du plan extérieure à la circonférence limite; on peut la consi- 
dérer comme une vue en creux, mais il faut supposer que 
l'observateur se retourne. Les droites et cercles sont les vues 
des sections planes de Thyperboloïde ; les projections des 
branches infinies viennent se joindre sur la circonférence 
limite et forment des courbes fermées. La perspective des 
centres des sections planes sont à l'intérieur du cercle ordi- 
naire et à l'extérieur des droites et lignes équidistantes. 

80. Projection centrale. — On obtient une autre géométrie 
plane en projetant les figures de la sphère idéale sur le plan 

Xo **=* Ky 

ou les ligures de l'hyperboloïde sur le plan 

z -= fc'. 

Les coordonnées euclidiennes du point du plan sont alors 
déterminées en fonction des coordonnées homogènes du point 
de la sphère, par les équations 
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Les coordonnées de l'espace peuvent être considérées comme 
les coordonnées homogènes euclidiennes du point du plan ; on 
obtient les coordonnées euclidiennes ordinaires de ce point, en 
donnant à l'ordonnée d'indic'e zéro une valeur égale au para- 
mètre. Il résulte de là que la géométrie de position reste iden- 
tique à la géométrie euclidienne ; les droites et les courbes 
d'ordre n sont les droites et les courbes d'ordre n de la géomé- 
trie euclidienne. Nous avons défini l'homographie et la réci- 
procité par les deux symboles 

o et M(p; 
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Ce sont précisément ces symboles qui définissent l'homographie 
et la réciprocité euclidienne. On obtient une involution quand 
la fonction o est autoconjuguée ; Finvolution est donc identique 
à la polarité euclidienne relative à la courbe 

e cp e = 0. 
La polarité absolue est définie par le symbole M; on a donc : 

? = l; 

la courbe devient : 

e' = 0, 
ou bien : 

X' + r* + fc* = 0. 

Cette courbe est la circonférence limite qui correspond à la 
trace du cône isotrope sur la sphère idéale ; elle est la même 
dans les deux systèmes de projection. 

Le mouvement non euclidien se déduit du mouvement 
euclidien de trois axes rectangulaires autour du centre de la 
sphère idéale ; ces trois axes déterminent un triangle autopo- 
laire au point de vue absolu ; on peut définir le mouvement 
plan en disant que c'est une transformation linéaire telle 
qu'un triangle autopolaire reste autopolaire dans toutes ses 
positions et que les points de la circonférence limite se corres- 
pondent. 

Dans cette nouvelle projection de la sphère idéale, les points 
opposés se confondent. En géométrie riemannienne, ils occupent 
toute l'étendue du plan euclidien. En géométrie lobatschews- 
kienne, ils occupent l'intérieur de la circonférence limite ; ces 
points sont aussi les projections des points des deux nappes de 
l'hyperboloïde considéré au numéro précédent. Les points du 
domaine imaginaire spécial correspondent aux vecteurs situés 
à l'extérieur du cône isotrope ou aux vecteurs situés à l'exté- 
rieur du cône asymptote de l'hyperboloïde ; dans la nouvelle 
projection, ces points imaginaires ont une représentation 
réelle. Les distances non euclidiennes sont les mêmes dans les 
deux projections et sur la sphère idéale; la circonférence 
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limite est toujours Tinaccessible et Tinfini pour le géomètre 
non euclidien, mais il se fait que nous pouvons représenter 
par des points euclidiens réels, des points situés à des distances 
imaginaires et que le géomètre non euclidien ne pourra pas 
concevoir. 

Ainsi, par exemple, un triangle euclidien autopolaire quel- 
conque par rapport à la circonférence limite est un triangle 
trirectangle; chaque sommet est le pôle absolu du côté opposé ; 
les longueurs des côtés sont égales à : 

7T k 

Y" 

Des trois sommets, un seul est accessible au géomètre non- 
euclidien et il ne peut parcourir que les parties euclidiennes 
des deux côtés qui passent par ce sommet et qui sont situées à 
rintérieur de la circonférence limite. 

A la même figure de la sphère idéale, on peut faire corres- 
pondre deux figures non euclidiennes différentes, en adoptant 
la projection centrale ou la projection stéréographique. On peut 
se proposer de passer de Tune de ces figures à l'autre. Pour 
résoudre ce problème, il suffit de remarquer que dans la projec- 
tion stéréographique, la droite e3t une circonférence qui coupe 
la circonférence limite en deux points X et Y ; en passant à la 
projection centrale, les points X et Y sont conservés, mais la 
droite devient euclidienne et on peut la tracer. Les droites qui 
passent par le point O sont communes aux deux figures. 
Connaissant un point A de la projection stéréographique, on 
mène une droite lobatschewskienne par ce point ; la droite qui 
y correspond dans la projection centrale coupe la droite OA au 
point A' qui correspond au point A. Le problème inverse se 
résout avec la même facilité. 

On peut aussi dire que le pôle absolu d'une droite en projec- 
tion centrale est le centre euclidien de la droite en projection 
stéréographique. La transformation est alors applicable à la 
géométrie riemannienne. Le pôle absolu est le pôle de la droite 
par rapport au cercle de centre et de rayon ki. 

La géométrie méf rique, en projection centrale cojnme en pro- 
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jectîon stéréographique, consiste à mesurer les grandeurs sur 
la sphère idéale. Cependant, les rapports anharmoniques en 
projection centrale sont encore identiques aux rapports eucli- 
diens. En effet, le rapport anharmônique de 4 points est celui 
du faisceau des rayons de la sphère ; il se reproduit en projec- 
tion centrale. Le rapport anharmônique de 4 droites est celui de 
leurs pôles absolus ; il se reproduit également. 11 est facile de 
démontrer que dans les deux espèces de projection, la dis- 
tance l de deux points satisfait à l'équation 

e ' ^ R (58), 

R désignant le rapport anharmônique de la droite divisée par 
les deux points à l'infini. Cette formule existe dans la sphère 
idéale. En effet, les points à Tinfîni se trouvent sur les droites 
isotropes du plan méridien qui détermine la droite ; l'un de ces 
points divise la droite dans le rapport 

„ sin a 



sm 



(i-)' 



on a 

tg a = i ; 
on trouve : 

R,=e ' . 

L'autre rapport s'obtient en changeant le signe de i et on 
obtient, pour le double rapport, la valeur écrite plus haut. 

L'angle de deux droites se mesure par la distance des deux 
pôles absolus ; on peut encore appliquer la formule (58) ; le 
rapport anharmônique est aussi le rapport dans lequel l'angle 
est divisé par les droites isotropes ou tangentes à la circonfé- 
rence de l'infini. 

Au point de vue où nous nous sommes placé, la formule (58) 
ne permet pas de calculer la distance, car elle ramène la question 
à l'évaluation d'un double rapport de sinus-distances. Mais en 
projection centrale, le rapport anharmônique est identique au 
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rapport anharnionique euclidien ; à ce nouveau point de vue, la 
formule détermine la distance. La formule est encore appli- 
cable quand on fait subir une transformation homographique à 
toute la géométrie plane ; la circonférence de l'infini devient 
alors une conique quelconque. La formule (58) est en effet la 
définition qui sert de base à la géométrie absolue de Cayley. 
Cette formule ne serait cependant pas vraie, si Ton faisait subir 
une déformation ponctuelle quelconque ; il faudrait alors 
déformer de la môme manière la géométrie euclidienne, et dans 
ce cas, il est inutile de prendre une conique comme lieu des 
points à l'infini ; on peut conserver la circonférence. 

81. Courbes du second degré, — L'équation la plus générale 
des courbes du second degi*é peut se mettre sous la forme (12) 
du numéro 24. La théorie des tangentes et polaires, des centres, 
des foyers et directrices, n'est pas changée, mais il faut discuter 
la réalité des droites et des points. Nous ne considérerons que 
les équations dont les coefficients deviennent réels en introdui- 
sant la coordonnée z. Dans l'équation analytique écrite au n° 24, 
il faut supposer que les coefficients sont des quantités réelles 
multipliées par un ou deux facteurs i quand il y a un ou deux 
indices zéro. La fonction linéaire peut être mise sous la 
forme : 

ï> e = tto Xo -h a. x^ + a^ X, ; 

les conditions que nous venons d'indiquer reviennent à dire 
que les trois vecteurs spéciaux 

deviennent, après la transformation par ^, trois autres vecteurs 
spéciaux 

tto î, a,, tto. 

L'équation cubique en g qui donne les droites doubles de la 
fonction f peut se mettre sous la forme 

(T, — glTo) (TZ; — glT,) ("ïï; — g-Tj = 0, 



— 128 — 

En multipliant le premier facteur par i, les trois facteurs sont 
des vecteurs spéciaux ; ce sont des fonctions linéaires à coeffi- 
cients réels des trois vecteurs 

iio i, u,, u, ; 

le produit de ces trois vecteurs est facteur commun; on obtient 
une équation à coefficients réels. 

On arrive au même résultat en mettant l'équation en g sous 
forme de déterminant ; tous les éléments deviennent réels en 
divisant par i la ligne et la colonne d'indice zéro. 

Les différents cas suivants peuvent se présenter dans la 
détermination des droites doubles : 1° l'équation en g* a ses trois 
racines réelles et trois droites doubles trirectangulaires ; 
2'' l'équation en g* a une racine réelle et deux racines imagi- 
naires conjuguées ; il y a une droite double et un plan double 
normal à la droite ; 3° l'équation en g- a deux racines égales et 
deux droites doubles qui se confondent sur le cône isotrope ; 
4° l'équation en g* a trois racines égales et trois droites doubles 
qui se confondent sur le cône isotrope. 

82. Coniques à un centre réel. — Nous supposons d'abord 
que l'équation en g a ses trois racines réelles ; à chacune des 
racines, correspond une droite double déterminée par le 
moment de deux des trois vecteurs spéciaux dont le produit 
est nul ; ce moment est un vecteur qui se ramène dans le 
domaine spécial. Aux trois racines réelles, correspondent trois 
vecteurs spéciaux; la fonction étant autoconjuguée, ces trois 
vecteurs sont trirectangulaires. En vertu du théorème des 
vecteurs normaux, l'un se trouve à l'intérieur du cône isotrope 
et détermine un centre réel ; les deux autres déterminent deux 
centres du domaine imaginaire spécial. Les trois centres 
forment un triangle trirectangle, les trois côtés sont lei^ trois 
axes ; mais au point de vue réel, il n'y a qu'un centre réel situé 
à l'intersection de deux axes réels. Nous donnerons l'indice 
zéro à l'axe qui joint le centre de la sphère idéale au centre 
réel et nous mettrons l'équation de la courbe sous les formes 
(17), (18), (19) et (20) du n'^ 28. 

Nous pouvons toujours supposer g*» positif. Déterminons les 
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sonirnets situés sur les axes réels. Si, dans l'équation (17), nous 
aiiiuilons Tordonnée d'indice y,, on détermine les sommets 
situés sur l'axe yo y« ; on trouve : 



^ \/ g, iS/go 

Lorsque g, est positif, la coordoiru^î vectorielle de ces som- 
mets est un vecteur spécial dont le carré est 

«". — go. 

Les sommets sont réels ou dans le domaine imaginaire 
spécial, selon que ce carré est négatif ou positif. Lorsque g^ est 
négatif, la coordonnée vectorielle détermine des sommets com- 
plètement imaginaires. 

On arrive aux mômes conclusions en discutant la longueur 
du demi-axe /) ; on a : 

, .^^ ^^ 

Le premier membre peut être considéré comme le carré d'une 
tangente hyperbolique. On obtient un axe de longueur réelle 
quand le second membre est positif et plus petit que l'unité. 
Lorsque le second membre est plus grand que l'unité, on pose ; 

r.k 
b=- -^ -h'; 

on obtient une valeur réelle de fo'. Les polaires des sommets 
sont à la distance b' du centre réel. Quand g, est négatif, on 
trouve* une valeur réelle pour la tangente trigonométrique 
de l'angle qui correspond au demi-axe b ; le demi-axe prend la 
forme : 

b ^ Vi, 

h' étant une longueur réelle. 

On trouve également que les sommets du second axe réel 
peuvent être de trois espèces. Eu combinant les différents cas 
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et en tenant compte des combinaisons qui deviennent iden- 
tiques par la permutation des axes réels, on trouve les six 
genres de coniques qui suivent. 

1** On a une ellipse réelle quand les longueurs a et i des 
demi-axes sont réelles. 

2° On a une hyperbole, quand la longueur a est réelle et que 
Ton a 

3"* On a une hyperbole de seconde espèce, quand la longueur 
a est réelle et que Ton a 

TU fc 

4** On a une ellipse du domaine imaginaire spécial, quand 
on a 

TZ k 

a = -2- - «' 

71 fc 

b^ -^ -b' 

Cette courbe est la polaire absolue d'une ellipse réelle dont 
les demi-axes sont a' et b\ 
5° On a une hyperbole du domaine spécial quand on a 

7Î fc 

a^ -^ -a'. 

b == b' i. 

Cette courbe est la polaire absolue d'une hyperbole réelle. 
6" On a une ellipse imaginaire quand 

b^b'i. 
La discussion faite pour les axes s'applique aussi aux rayons 
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vecteurs issus du centre réel ; de Tune dos équations en 
coordonnées polaires écrites au n" 28, on tire 



cotg' 



on reconnaît que cette expression varie dans le même sens, 
entre les vnlonrs qui correspondent aux axes, lorsqu'on fait 
tourner le rayon autour du centre. 

Nous obtiendrons une famille contenant les trois genres de 
coniques réelles en nous donnant (fig. 22) les sommets A et A' 
de Taxe y^ y^ et en faisant varier g-, ou fi. La forme de la courbe 
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Fig. 22. 

se déduit facilement de l'équation (20) que l'on peut résoudre 
par rapport à y,. En faisant varier fi de zéro à l'infini ou g, de 
zéro à g„, on obtient des ellipses dont la dernière est 



y, « ± fcsin — 



La limite des ellipses est formée de deux lignes équidistantes 
de l'axe yoy^- Les ellipses occupent la région A X A' Y 
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intérieure à ces deux circonférences ; leurs opposées occupent 
la région opposée, extérieure à ces deux circonférences. 

Les deux espèces d'hyperboles ont une limite commune que 
Ton déduit de l'équation (19) en faisant 

gt on tg-^ = ± 00 ; 



on trouve : 






Cette limite se compose des deux perpendiculaires élevées à 
l'axe A A' aux sommets de cet axe ; ce sont les circonférences 
euclidiennes A D M F et A' L M' K; les points M et M' sont les 
opposés des points A et A'. En faisant varier g^ de zéro à 
moins l'infini, on trouve des hyperboles dont l'une des branches 
varie de la droite A M à la droite A D MF, En faisant varier 
g*, de go à l'infini, on trouve les hyperboles de seconde espèce ; 
elles occupent une région formée de quatre parties égales à 
AXMDA ; dans cette région, la courbe varie de la forme 
A X M à la forme A D M. Les deux espèces d'hyperboles ont 
quatre points à l'infini ; chaque branche se prolonge dans 
l'autre monde par son opposée. 

Nous avons placé le centre de la conique au point O, centre 
de la sphère idéale. Si l'on donne à la figure un mouvement 
lobatschewskien, la forme euclidienne des courbes se modifie ; 
c'est ainsi que, quand la conique passe par le point 0, l'opposée 
a une branche infinie. 

83. Ellipse. — Toutes les formules établies pour l'ellipse 
riemannienne sont applicables à l'ellipse lobatschewskienne ; 
il suffit de tenir compte de la valeur imaginaire du paramètre. 
La directrice s'échappe à l'infini et dans le domaine imaginaire 
spécial lorsque l'équation (23) donne pour c' une tangente 
hyperbolique égale ou plus grande que l'unité, ce qui arrive 
quand les foyers se rapprochent du centre ; le rapport n devient 
imaginaire en passant par zéro. 
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Les constructions que nous avons données au n** 29 sont 

applicables en géomé- 
trie lobatschewskienne. 
La construction parles 
équidistantes des axes 
subit une grande sim- 
plification ; on mené 
(fig. 23) un rayon y^ 
M N ; les parallèles 
aux axes ou équidis- 
tantes s'obtiennent en 
traçant des circonfé- 
rences par les points 
M et iV et les points à 
l'infini des deux axes. 
Y ^4. Hyperbole de 

première espèce, — 
Fig. 23. Toute les formules de 

la géométrie riemannienne sont encore applicables si l'on 
donne à /> et fc leurs valeurs imaginaires. Les foyers réels sont 
déterminés par l'équation (23) ; ils sont situés, comme dans 
l'hyperbole euclidienne, au-delà des sommets sur le prolonge- 
ment de l'axe de longueur réelle ; ils ne s'échappent à l'infini 
que dans le cas oii la courbe elle-même disparait. La directrice 
qui, avec son foyer, divise l'axe harmoniquement, est toujours 
réelle. 

On peut construire l'hyperbole par une construction analogue 
à celle de l'ellipse. De l'équation (20), on tire 

h 
r. =r'.sin-^^ 




en désignant par y\ l'ordonnée de l'hyperbole limite dont le 
demi-axe est un quadrant et qui se réduit à deux droites. Soit 
(fig. 24) A D My l'une de ces droites ; pour une même valeur de y , , 
on trouve un point D sur la droite et un point E sur la courbe à 
construire. Le point D est connu ; il s'agit d'en déduire le 
point E qui est sur la même équidistante y, ; cela revient à 
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déduire Téquidisiante X E F ou y., de Téquidistante XDYou 
y\. Menons une droite y. H F par le centre ; soient a et p les 




Fig. 24. 



rayons vecteurs des points H et F déterminés par cette droite 
sur les deux équidistantes ; on a 






«^^T . b 



. a fc 

sm — 
k 

De là résulte la construction suivante : on trace deux circon- 
férences ayant le même centre que l'hyperbole, Tune avec un 
rayon arbitraire p, l'autre avec un rayon a donné par l'équation 
précédente ; on mène une équidistante y, coupant la droite 
A'D M au point D ; on mène l'équidistante X D Y qui coupe 
la circonférence p au point F ; la droite y„ F coupe la circonfé- 
rence a^ au point H ; l'équidistante X H Y détermine le point E 
de l'hyperbole qui a même abcisse y^ que le point D. 
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On peut déterminer Thyperbole en se donnant Taxe A A' et 
un point E ; on trace alors les équidistantes correspondantes 
XD y et XE y ; on mène la droite yo H F ; on obtient les deux 
cercles qui permettent de construire les autres points. On peut 
même, en menant la droite yo ff F', utiliser deux cercles de 
l'autre monde. 

On peut aussi déterminer l'hyperbole en se donnant les 
coefficients g^ et go ; on pose 



on a 
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On obtient l'angle B en construisant un triangle rectangle 
euclidien ; on obtient a et p en construisant un triangle rec- 
tangle lobatschewskien dont B est l'un des angles ; « est l'hypo- 
thénuse, p est le côté opposé à l'angle B. 

La construction de l'hyperbole que nous avons indiquée plus 
haut ne s'applique pas aux points à l'infini ; elle est peu pré- 
cise pour les points très éloignés. On peut en trouver une autre 
qui n'a pas cet inconvénient. Soient G et 0', les angles que les 
rayons yoE et yoD forment avec l'axe A A', on a 

tgO . 6 

^ = sm 



tgô' k 

On peut déduire l'angle de 0' par la construction qui déter- 
mine le point d'une ellipse dont les demi-axes seraient p et a. 

85. Asymptotes et diamètres autoconjugués, — Faisons 
tourner un rayon autour du centre à partir de l'axe réel ; l'équa- 
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tion du 11° 28 qui donne le sinus du rayon vecteur, montre que 
ce rayon croît et devient infini pour 

. h 
sm 

tge. = ± — ^ 



. . a 

i sm 

fc 



Nous obtenons ainsi deux droites qui ont le caractère des 
asymptotes ; cependant, toutes les parallèles à ces deux droites, 
au sens de Lobatschewsky, présentent aussi ce caractère. 
Parmi ces droites se trouvent les vraies tangentes aux quatre 
points de Finflni ; on les obtient en chercharit les limites de la 
tangente en un point qui tend vers l'infini sur les deux branches 
de la courbe et dans les deux sens. Les quatre tangentes à 
l'infini forment un quadrilatère qui est la figure réciproque du 
quadrilatère des quatre points à l'infini. Les coordonnées 
homogènes de ces quatre points satisfont à l'équation (19) et à 
l'équation du cône isotrope ; en éliminant successivement 
l'une des trois coordonnées entre ces deux équations, on obtient 
les équations des côtés et diagonales du quadrilatère de ces 
quatre points ; on détermine alors les pôles des quatre côtés. 
On trouve ainsi que les tangentes aux deux infinis d'une 
branche de la courbe se coupent sur l'axe A A' entre le centre 
et cette branche de courbe ; la distance l du point d'intersection 
au centre est donnée par la formule 

. l . . a . c 

Ces deux tangentes coupent les deux autres tangentes à 
l'infini en deux autres points situés sur le second axe de la 
courbe ; la distance / de ces derniers au centre est donnée par 
la formule 

. )v . /) . c 

Les quatre tangentes à l'infini forment un losange dont les 
diagonales sont les axes de l'hyperbole. Les côtés opposés de 



ce losange ne se coupent pas en des points réels ; leurs points 
d'intersection sont les pôles des droites déterminées par 
l'angle ; ils se trouvent sur le troisième axe de la courbe, 
c'est-à-dire à une distance du centre d'un quadrant. Deux côtés 
opposés sont perpendiculaires à une même droite passant par 
le centre réel. 

Si, dans l'équation en coordonnées polaires qui donne la 
tangente du rayon vecteur et que nous avons écrite au n** 28, 
nous faisons croître à partir 0,, on trouve une tangente 
hyperbolique qui croit de un à l'infini ; les rayons vecteurs 
sont complémentaires d'une distance réelle ; on obtient des 
points du domaine imaginaire spécial. Le rayon vecteur devient 
un quadrant pour la valeur 0, donnée par la formule 



tg 0. = ± 






Les deux droites déterminées par cette équation possèdent 
aussi quelques propriétés des asymptotes de l'hyperbole eucli- 
dienne. Les points de la courbe qu'elles déterminent se trou- 
vent sur le troisième axe de la courbe ; ces points sont donc des 
sommets imaginaires et les tangentes en ces points sont préci- 
sément les deux droites qui les joignent au centre réel, c'est- 
à-dire les deux droites dont nous parlons. Chacune de ces 
droites est un diamètre ; elle est sa propre conjuguée comme 
toutes les tangentes ; donc c'est un diamètre autoconjugué. 

On peut retrouver cette propriété en écrivant la relation qui 
existe entre les angles et 0' qui déterminent deux diamètres 
conjugués. On obtient facilement cette relation en exprimant 
que l'un des diamètres est la polaire du point d'intersection de 
l'autre avec le troisième axe de l'hyperbole ; on trouve : 
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On retrouve les diamètres autoconjugués en exprimant que 
les deux diamètres conjugués coïncident. 

Remarquons aussi que la relation entre deux diamètres con- 
jugués est indépendante de g^ ; en donnant à ce coefficient une 
valeur infinie, la courbe se réduit à ses deux diamètres auto- 
conjugués et les diamètres conjugués ne sont pas changés. Les 
diamètres conjugués divisent harmoniquement Tangle des deux 
tangentes menées par le centre, c'est-à-dire l'angle des diamètres 
autoconjugués. On peut se proposer de construire une hyper- 
bole, connaissant un point et ses deux diamètres autocon- 
jugués. En géométrie euclidienne, ce problème consiste à 
tracer une hyperbole connaissant un point et ses asymptotes ; 
la construction simple, bien connue, résulte de l'identité des 
diamètres conjugués pour la courbe et pour les asymptotes. 
En géométrie non euclidienne, ce sont les diamètres autoconju- 
gués qui possèdent cette propriété. On arrive à la construction 
suivante : par le point connu, on mène une droite quelconque : 
le diamètre conjugué à cette corde est conjugué à un autre 
diamètre que l'on construit en menant par le centre une perpen- 
diculaire à la normale abaissée du centre sur la droite ; on 
obtient alors le diamètre conjugué à la corde par une division 
harmonique de l'angle des diamètres autoconjugués. La droite 
est aussi divisée harmoniquement par la courbe et les deux 
diamètres conjugués ; on en déduit le second point d'intersec- 
tion de la droite et de la courbe. 

86. Hyperbole de seconde espèce. — La construction que 
nous avons donnée au n° 84 s'applique à l'hyperbole de seconde 
espèce en la modifiant de la manière suivante. La longueur b 
est complémentaire d'une distance réelle ; le sinus de l'angle 
correspondant devient un cosinus hyperbolique ; il est plus 
grand que l'unité ; le rayon p sera donc plus grand que le 
rayon a. Quand on donne les coefficients de l'équation (17), 
on pose 

sm -Ç- 

k , h 1 

= sin -7- == 



a k sinA 

sm -j- 
k 



on en déduit 

«•« _ _ fo.i * 



_ — tff* _- == — 

g, k cos^A 



On construit l'angle A par un triangle rectangle euclidien ; 
on construit alors un triangle rectangle lobatschewskien dont 
l'un des angles est A ; le rayon a est le côté opposé à cet angle ; 
le côté p est l'hypothénuse. 

Nous avons écrit au n° 31 l'équation d'une paire de foyers en 
coordonnées^ tangentielles ; dans le cas qui nous occupe, on 
trouve que les coordonnées vectorielles de tous les foyers sont 
des vecteurs spéciaux situés à l'extérieur du cône isotrope ; il y 
a donc trois paires de foyers situés dans le domaine imaginaire 
spécial ; les polaires de ces foyers sont réelles. Les polaires des 
foyers situés sur l'axe de longueur réelle sont perpendiculaires 
à cet axe et leur distance 7 au centre réel est le complément de 
la longueur c donnée par la formule (22) ; on trouve 



i sin 



On trouve de même que les polaires des foyers situés sur 
Taxe réel de longueur imaginaire sont perpendiculaires à cet 
axe est à une distance 7, du centre, donnée par la formule 

y y 

sin -î—- sin i^ = 1. 

k k 

Enfin les polaires des foyers situés sur le troisième axe 
passent par le centre et forment avec l'axe de longueur réel un 
angle ô' donné par la formule 
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Nous avons fait remarquer que les foyers sont trois à trois 
sur une même ligne droite dont le pôle absolu est sur la circon- 
férence des points à l'infini. Les six polaires absolues des^ foyers 
passent donc trois à trois par un même point de la circonférence 
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limite. Les polaires des foyers du troisième axe sont deux 
droites passant par le centre réel et déterminant 4 points à 
l'infini ; les autres polaires sont les droites qui joignent ces 

quatre points en formant un 
quadrilatère dont les deux 
premières polaires sont les 
diagonales. On peut dire 
aussi que deux polaires per- 
pendiculaires à deux axes 
sont parallèles, au sens de 
Lobatscheinrsky, à une po- 
laire perpendiculaire à l'au- 
tre axe. Ces six polaires ont 
la disposition représentée 
dans la figure ^. 

La distance d'un point à 
un foyer est le complément 




Pig. 25. 



de la distance de ce point à la polaire absolue du foyer ; on peut 
donc mettre Téquation (24) sous la forme 

s -i- s" = constante, 

« et « étant les distances du point de la courbe aux polaires des 
foyers d'un même axe. Les distances doivent être affeclées d*uii 
sîîoie qui dépend de la situation d'un point par rapport à la 
droite. 

ST. Coniques à un seul axe réel et fians centre réeL — Nous 
supposons que Téquation en ^ a une racine réelle et deux raci- 
nes imaginaires conju<>ées. Nous désignerons par i\ le vecteur 
unité dirigé suivant la droite double qui correspond à la racine 
réelle. Nous mettrons les racines imaginaires de l'équation en ^ 
jKjur la fonction L, inverse de ^, sous la forme 
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Les moments qui déterminent les droites doubles correspon- 
dantes prennent la forme 

« et p étant deux vecteurs spéciaux. Nous pouvons alors réduire 
les vecteurs unités dirigés suivant les droites doubles à 
la forme 

— ? + ^i 



On peut résoudre ces équations par rapport aux vecteurs des 
seconds membres ; on trouve 

?• = !, 

Il résulte de là que le vecteur ^ détermine un point réel, que 
les vecteurs c/, ,3, v^ sont trirectangulaires et que les vecteurs 
? et v^ déterminent des points du domaine imaginaire spécial. 

Prenons provisoirement les trois droites doubles comme axes 
coordonnés de l'espace ; nous écrirons Téquation (17) sous la 
forme 

s ii^ = 0. 

Remplaçons les vecteurs unités et les coefficients par leurs 
valeurs ; prenons ensuite trois axes suivant les vecteurs «, |3 et 
t", ; on a 

ë? =r., 

ë7. =y, ; 
l'équation de la courbe devient 

y\ , t (y! + y;) + 2 g i y. y„ _ „ ,^(, 
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Les droites doubles de la fonction ç> ou i{^ déterminent toujours 
le triangle trirectangle des trois centres et des trois axes de la 
courbe. Mais un seul de ces centres a une coordonnée vecto- 
rielle v^ qui est un vecteur spécial ; il est dans le domaine 
imaginaire spécial, c'est le point déterminé par l'axe Oy,. La 
polaire absolue de ce centre est réelle ; c'est l'axe yo y, ; il 
contient les deux centres complètement imaginaires ; en calcu- 
lant les cosinus-distances de ces centres à l'origine yo des axes 
du plan, on trouve que ces centres sont à une distance de l'ori- 
gine égale à un demi-quadrant. Les axes euclidiens que nous 
avons choisis sont l'axe du centre du domaine imaginaire 
spécial et les bissectrices des axes qui passent par les deux 
centres complètement imaginaires. 

Nous trouverons les sommets situés sur l'axe réel en annu- 
lant l'ordonnée d'indice deux dans l'équation (59). La distance 
des sommets à l'origine des coordonnées du plan est donnée 
par la formule 

î sin -^ = -^ (60). 

k g 

On trouve' un sommet réel et son opposé ; mais le complé- 
ment de la distance o* satisfait aussi à l'équation ; il y a donc un 
second sommet dans le domaine imaginaire spécial, et la polaire 
absolue de ce sommet est réelle ; les distances à l'origine du 
sommet réel et de la polaire absolue de l'autre sommet sont 
égales et portées en sens contraires. La longueur de l'axe de la 
courbe est la distance entre les deux sommets ; on trouve 

Le milieu de cet axe est l'un des centres imaginaires ; il est 
à une distance d'un quadrant de l'origine des coordonnées. 

On obtient l'équation des foyers de l'axe réel en supprimant 
le terme en g", de l'équation (17) et en diminuant les deux autres 
constantes goQtg^ de la constante g-,. Cela revient à supprimer 
le premier terme de l'équation (59) et à remplacer 

l par ï — g, ; 
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on trouve alors que la distance y du foyer à l'origine est donnée 
jîar la formule 

ism-j^ g <^'1>- 

On trouve un foyer réel et un foyer dont la polaire absolue 
est réelle ; les distances à Torigine du foyer réel et de la polaire 
absolue de l'autre foyer sont égales et portées en sens contraires. 
Nous pouvons toujours supposer g et g^ positifs ; la distance 
du sommet au foyer est toujours portée dans le sens de 
Taxe yo y. . 

L'équation (24) de la courbe rapportée à ses deux foyers 
prend la forme 

s — r==2ar; 

V est la distance du point de la courbe au foyer réel, s la dis- 
tance à la polaire absolue de l'autre foyer. On vérifie que les 
signes sont bien choisis en se plaçant au sommet. 

Eliminons les constantes de l'équation (59) au moyen des 
équations (60) et (61), on trouve 



(63), 





_ ,^« _L A^« 2 y, y„ 
y. -r y' 29 

sin sin -i 

fc fc 2(7 

TfT - 




2a ^k 
cos -^— 

fc 



(ft4). 



Le coefficient g a le signe de a*. 

On peut aussi éliminer la distance au foyer en introduisant le 

rapport n ou la demi-corde menée par le foyer normalement à 
l'axe ; on trouve, après quelques calculs, 

n' —1 ,^^, 

<I = — 2 ^^^^' 

,^ = --tg-|- tg^^ (66). 
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Toutes ces équations peuvent encore s'obtenir en partant de 
l'équation (19). On prend alors comme nouveaux axes, les bis- 
sectrices de l'angle yo y, ; on retrouve l'équation (63). Le 
coefficient q est alors exprimé en fonction de i> ; on élimine b 
au moyen des équations (22), (27) ou (28); on retrouve les 
valeurs précédentes. 

On peut aussi déplacer l'origine des coordonnées sur l'axe de 
la courbe. Si l'origine est au sommet réel, on a 



^ = 2y. (y, - yo cotg -^^ 



(67). 



Si l'origine est au pied de la polaire absolue du sommet 
imaginaire, on a 

^ =2yo (ro-r. cotg ^) (68). 



On arrive aux mêmes résultats en partant de l'équation (19) 
et en faisant tourner les axes jo y , de l'angle mesuré par a ou 
de l'angle complémentaire. 

Si dans l'équation (68), on réduit la coordonnée d'indice zéro 
au paramètre, on obtient l'équation de la projection centrale de 
la courbe sphérique sur le plan tangent au point yo ; on trouve, 
en remplaçant q par sa valeur tirée de l'équation (66), 



r. == 



2fctg|-fx-fctgy 



C'est une parabole euclidienne que l'on construit facilement. 
Nous avons (fig. 26) déterminé cette parabole par ses tangentes ; 
nous en avons déduit les tangentes à la projection stéréogra- 
phique. La courbe s'étend du sommet vers deux points à l'infini 
et se prolonge dans le second monde par son opposée. Les 
courbes de ce genre ont reçu le nom de pseudo-paraboles 
(uneigentliche parabel). Cependant au point de vue du rapport 
à n, on peut les considérer comme des ellipses ou des hyper- 
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boles dont l'un des sommets passe dans le domaine imaginaire 
spécial; on a l'un ou l'autre genre, selon que q et t sont négatifs 
ou positifs. On obtient une parabole proprement dite quand ces 
quantités sont nulles. L'équation (68) devient alors 

k 




Fig. 26. 

Dans la parabole, la polaire absolue du sommet imaginaire 
passe par le sommet réel ; la polaire absolue du foyer imagi- 
naire se confond avec la directrice qui correspond au foyer réel. 
On peut vérifier cettç dernière propriété par le calcul, mais elle 
résulte immédiatement de l'équation de la courb3 rapportée à 
ses deux foyers, qui devient ici 



r = s. 
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88. Courbes limites. — Nous examinerons plus loin les cas 
où réquation en g- a deux ou trois racines égales. Mais nous 
ferons d'abord remarquer qu'on peut arriver indirectement à 
ces cas en se plaçant dans un cas voisin et en passant à la limite. 
La circonférence est une ellipse dont les axes ont même lon- 
gueur. Si les deux sommets de l'un des axes d'une ellipse s'éloi- 
gnent à l'infini, on obtient deux lignes équidistantes d'une 
droite (fîg. 22). On peut aussi supposer que deux constantes de 
l'équation (17) deviennent égales. Les droites doubles qui cor- 
respondent aux valeurs égales sont indéterminées, on obtient 
une infinité de centres sur la polaire absolue du centre isolé. La 
lignes des centres peut être réelle ou son pôle absolu peut être 
réel. On obtient une infinité d'axes réels passant par un même 
centre dans le cas d'une circonférence ordinaire ; on obtient une 
ligne réelle des centres dans le cas de deux équidistantes. 

L'équation (67) représente, quand on exprime o- au moyen 
de a, une conique à centre rapportée à un axe et à la'tangente 
au sommet. En faisant tendre a vers l'infini, on obtient une 
ellipse ou une hyperbole limite ; dans ce dernier cas, il y^a un 
point isolé à l'infini. Le centre réel, qui est le milieu Jde l'axe, 
se transporte aussi à l'infini, ainsi que le second centre^situé 
sur le même axe. On arrive au même résultat J en • faisant 
tendre t vers l'infini ; on pourrait donc dire aussi {que l'on 
obtient ainsi une pseudo-parabole limite ; mais il paraît peu 
logique de transporter d'abord l'un des sommets dans le 
domaine imaginaire spécial, pour le faire revenir ensuite'vers 
l'infini qui appartient encore au domaine réel. 

L'équation (68) représente une pseudo-parabole rapportée à 
son axe et à la polaire absolue du sommet imaginaire ; en 
faisant tendre tj vers l'infini, nous obtiendrons une conique 
à laquelle on peut donner, avec plus de raison, le nom de 
pseudo-parabole limite. 

Dans ces deux genres de courbes limites, le triangle des trois 
centres est dégénéré ; deux centres sont confondus à l'infini ; 
ils se trouvent sur un axe réel de la courbe : le second genre est 
caractérisé par l'absence d'un sommet réel et accessible. 

11 y a un dernier genre de coniques ; ce sont les coniques 
doublement limites ; elles ont trois centres confondus à 
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rinlini. On peut les obtenir en rapportant une pseudo-para- 
bole limite à la polaire absolue du foyer imaginaire et en 
rejetant Taxe de la courbe à Tinfini. Nous n'insistons pas sur 
ces procédés, parce qu'ils ne résolvent pas complètement la 
question qui nous préoccupe, savoir la détermination de tous 
les genres de courbes qui peuvent être représentées par une 
équation du second degré. 

89. Coniques qui ont une infinité d'axes ou de centres. — 
L'équation en g exprime que les trois vecteurs analogues à 

tto - gUo 

sont dans un même plan ; la normale à ce plan est la droite 
double qui correspond à la valeur de g. Lorsque ces trois vec- 
teurs sont parallèles, la droite double est indéterminée ; c'est 
une droite quelconque perpendiculaire au trois vecteurs paral- 
lèles. On reconnaît facilement, en prenant la dérivée de l'équa- 
tion en g-, que cette valeur de g est une racine double. En 
exprimant que les trois vecteurs sont parallèles, on trouve des 
relations qui se ramènent à trois équations de la forme 

«ou — g* = -i^^— ^". 

On trouve deux relations entre les coefficients ; on peut les 
interprêter en disant que, dans le déterminant des neuf coeffi- 
cients, les mineurs qui correspondent aux éléments à indices 
non répétés sont proportionnels à ces éléments. Si cette condi- 
tion est satisfaite, on peut calculer g par l'une ou l'autre des 
équations précédentes et alors éliminer les coefficients à indices 
répétés de l'équation de la conique. On peut ensuite identIRer 
l'équation à l'équation 

qui représente deux circonférences opposées l'une ou l'autre. 
On trouve, en identifiant les termes du premier degré, les 
équations 

a, a. == a.- 
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et deux autres semblables ; on trouve, en identifiant les termes 
du second degré, trois équations de la forme 

qui sont des conséquences des trois précédentes. On peut tou- 
jours rendre <x^ réel en changeant, s'il y a lieu, le signe de 
réquation ; y-^ sera réel, tandis que ac^ sera une quantité réelle 
multipliée par i. Le vecteur a est donc un vecteur spécial. Selon 
que le carré de ce vecteur est négatif, nul ou positif, on obtient 
une circonférence ordinaire, une ligne limite ou deux lignes 
équidistantes. Le rayon R ou la distance s à la polaire absolue 
du centre est donnée par la formule 

. jR . 3 s —g 

cos* --^ = sm* — - = — 2 
k fc «• 

Le cercle est réel quand on a 

la ligne équidistante et la ligne limite sont réelles quand g est 
positif. Lorsque g est négatif, la courbe est imaginaire ; elle 
peut passer dans le domaine imaginaire spécial (deux cas). 

90. Coniques à un seul axe réel et deux centres confondus 
à V infini. — Nous supposons que Téquation en g* a deux racines 
égales et que les droites doubles correspondantes ne sont pas 
indéterminées ; ces deux droites se confondent, et comme elles 
sont rectangulaires, elles doivent se trouver sur le cône iso- 
trope; elles déterminent deux centres confondus à la circonfé- 
rence limite. On démontre que la troisième droite double se 
trouve à Textérieur du cône isotrope en appliquant le raison- 
nement du n° 66 à ce cas pai*ticulier.* Prenons cette troisième 
droite double comme axe y, ; nous mettrons l'équation de la 
conique sous la forme 

r: + A y; + 2 B yo r . î + G r: = o. 

Cette équation représente toutas les coniques qui ont un axe 
réel ; Téquation en g* a une racine égale à l'unité ; les deux 



— 149 — 

autres racines sont données par une équation du second degré J 
en étudiant le cas de deux racines réelles ou imaginaires, on 
retrouverait les coniques étudiées précédemment ; nous passe- 
rons immédiatement au cas où les deux racines sont égales. On 
trouve la condition 

2 B = db (A — C). 

Nous ne prendrons que le signe plus, parce que l'on peut 
toujours changer le signe de D en changeant le sens de Taxe 
y^y^- L'équation devient 

r; + (Aro-cr.o(r« + r. O-o. 

On trouve sur Taxe réel un sommet à l'infini du côté des y, 
négatifs ; on trouve ensuite un second sommet situé à une 
distance ^ de l'origine donnée par l'équation 



it« ' 



fc C 

Deux cas peuvent se présenter; si la valeur absolue du 
second membre de cette équation est plus petite que 1, on 
trouve un sommet réel ; si cette valeur absolue est plus 
grande que 1, on trouve un sommet imaginaire dont la polaire 
absolue est réelle. Le cas intermédiaire, où cette valeur est 
l'unité, est celui où la conique se réduit à deux droites paral- 
lèles ou deux lignes équidistantes de l'axe. 

Dans le premier cas, nous prendrons le sommet comme 
origine des coordonnées du plan ; on doit alors avoir 

A =0; 

l'équation de la courbe peut s'écrire 



/^ - r. (r. - ru = (69). 
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Dans le second cas, nous prendrons la polaire du sommet 
comme axe des y^ ; on doit avoir 

C = 0; 

réquation de la courbe devient 



2g 



- ro (ro + r. O - o (70). 



91. Ellipses et hyperboles limites. — L'équation (69) est 
réquation (67) où l'axe 2a tend vers l'infini ; c'est donc bien 
l'une des courbes limites rencontrées au n" 88. En coordonnées 
tangentielles, l'équation (69) devient 

q ti^2 to {to -^ t,i) = 0; 

les coordonnées tangentielles sont les dérivées partielles du 
premier membre de l'équation (69) ; on obtient l'équation 
précédente en éliminant les coordonnées ponctuelles. On 
obtient l'équation, en coordonnées tangentielles, des foyers de 
l'axe y„ y, , en retranchant, de l'équation de la courbe, le 
terme 

q(tl +tl + tl). 

On trouve un foyer à l'infini et un autre situé à une distance y 
de l'origine ; on a 

iteX = -3—. 

Ce foyer devient imaginaire et a une polaire absolue réelle 
lorsque l'on a 

g<-l (71); 

dans les autres cas le foyer est réel. 

On trouve les points à l'infini d'une conique en considérant 
l'équation de la conique et de la circonférence limite comme 
simultanées ; ces points sont généralement au nombre de 
quatre et forment un quadrilatère. Dans le cas qui nous occupe, 



- Ûi - 

on peut éliminer y^ ; on trouve les équations de deux côtés de 
ce quadrilatère ; Tun de ces côtés donne deux points qui se con- 
fondent avec les deux sommets ou les deux centres à l'infini, 
Tautre a pour équation 

:yt î _. 1 



Yo 1 + 2 g ' 

on trouve deux nouveaux points ; mais ils sont imaginaires si 
la valeur absolue du second membre est plus grande que 
Tunité, ce qui a lieu pour 

> g > 1 (72) ; 

c'est ce qui caractérise l'ellipse limite. 

On peut aussi trouver les foyers de la conique en appliquant 
ce théorème : les côtés et diagonales du quadrilatère des quatre 
points à l'infini de la polaire absolue de la conique sont les 
polaires absolues des six foyers de cette conique. Cette pro- 
priété résulte immédiatement de ce que les tangentes issues du 
foyer sont isotropes ou leurs propres perpendiculaires ; la 
coordonnée vectorielle d'une de ces tangentes est donc perpen- 
diculaire à elle-même et se trouve sur le cône isotrope. La 
méthode que nous avons suivie pour trouver les foyers, revient 
à chercher les côtés ou diagonales du quadrilatère des points à 
l'infini de la polaire absolue de la conique. 

Soient A et A' (fig. 27) les sommets de la courbe ; en donnant 
toutes les valeurs possibles au paramètre q, nous obtiendrons 
une famille de coniques comprenant tous les genres de la classe 
que nous étudions. 

On obtient les ellipses limites pour les valeurs satisfaisant 
aux conditions (72). Elles s'étendent depuis la droite A A' qui 
correspond à une valeur nulle de g, jusqu'à la ligne limite 
ABA'B' qui correspond à la valeur 1. Ces ellipses se 
prolongent dans le second monde par leurs opposées ; elles 
forment, sur la circonférence limite, un point multiple, en cou- 
pant l'infini sous un angle que nous calculerons plus loin et 
qui varie de 90° à zéro. 

On obtient les hyperboles limites de seconde espèce lorsque 
la condition (71) est réalisée. La courbe varie depuis la ligne 
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limite À B A' B' jusqu'à la droite D'AD qui correspond à une 
valeur infinie de g. On trouve une branche infinie qui se pro- 
longe par son opposée en coupant normalement Tinfîni ; il faut 
cependant joindre, à cette branche, le point isolé A'. 




Fig. 27. 

On obtient les hyperboles limites de première espèce en 
donnant à q les valeurs positives ; la courbe varie de la droite 
Aie jusqu'à la droite lï AD; on trouve encore une branche 
infinie qui se prolonge par son opposée, en coupant normale- 
ment rinfîni ; il faut aussi y ajouter le point isolé A'. 

Dans l'ellipse et l'hyperbole limites de première espèce, on 
trouve un foyer réel; dans l'hyperbole limite de seconde espèce, 
le foyer a une polaire réelle. Dans ce dernier cas, le quadrila- 
tère des polaires des foyers se réduit à un triangle dont l'un 
des côtés est la polaire réelle précitée et dont le sommet opposé 
est le foyer à l'infini. 

L'équation de la courbe rapportée à ses deux foyers prend 
une forme illusoire, mais on peut la rendre applicable en rem- 
plaçant le foyer à l'infini par une ligne limite ayant ce foyer 
pour centre, et s'il y a lieu, les foyers imaginaires par leurs 
polaires absolues réelles. On a donc les propositions sui- 
vantes : l'ellipse et l'hyperbole limites de première espèce sont 
les lieux géométriques des points dont la somme ou la diffé- 
rence des distances à une ligne limite et à un point fixe est 
constante. L'hyperbole limite de deuxième espèce est le lieu 
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des points dont la somme ou la différence des distances à une 
ligne limite etlà^une droite est constante. En prenant les deux 
autres polaires réelles de foyers, on obtient deux droites paral- 
lèles au sens de Lobatschewsky ; l'hyperbole limite de deu- 
xième espèce est donc aussi le lieu des points dont la somme ou 
la différence des distances à deux droites parallèles est cons- 
tante ; le point de concours à l'infini des deux droites parallèles 
est le double centre. Remarquons aussi qu'en donnant au mot 
circonférence le sens le plus large et en remarquant que le 
signe des distances est conventionnel, on peut définir une 
conique comme le lieu des points équidistants de deux circon- 
férences. 

92. Pseudo-paraboles limites, — L'équation (70) est l'équa- 
tion (68) où ï tend vers moins l'infini ; elle représente donc une 
pseudo-parabole dont le sommet réel s'échappe à l'infini et qui 
est rapportée à son axe et à la polaire réelle du sommet imagi- 
naire. En écrivant l'équation de la projection centrale, on 
reconnaît que la courbe n'est réelle que si l'on a 

0>g> 1. 

L'équation, en coordonnées tangentielles, est 

qtl=-2 t, (t, — to î). 

On trouve aisément que l'un des foyers de l'axe réel suit l'un 
des sommets à l'infini et que le second foyer suit l'autre 
sommet dans le domaine imaginaire spécial. La polaire absolue 
de ce second foyer coupe l'axe à une distance y de l'origine 
donnée par l'équation 



k 2 + g ' 

pour les courbes réelles, cette distance varie entre zéro et 
moins l'infini. En réalité, la polaire du foyer peut prendre 
toutes les positions, car l'origine peut être déplacée à volonté. 
Il résulte de là que les points à l'infini de la réciproque absolue 
et les polaires absolues des foyers ont la même disposition que 
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dans l'hyperbole limite de deuxième espèce. La pseudo-para- 
bole limite peut être obtenue par les deux lieux géométriques 
qui donnent l'hyperbole limite, mais il faut changer le sens 
d'une distance ou remplacer la somme des distances par leur 
différence, et réciproquement. 

93. Conique sans axe réel avec trois centres confondus à 
l'infini. — Nous supposons que l'équation en g* a trois racines 
égales ; nous pouvons toujours les ramener à l'unité en divi- 
sant i'équation par une constante. Nous pouvons mettre la 
fonction ^ sous la forme suivante 

£ = X a + y p + 2 7, 

en déterminant les valeurs a et p comme nous l'avons indiqué 
au n** 44. Nous exprimerons que la fonction linéaire est auto- 
eonjugnée en écrivant trois relations de la forme 

on trouve 

«• = 0, 
â^=^. 0, 

Je dis de plus que l'on peut choisir le vecteur y, qui est arbi- 
traire, de telle manière que l'on ait 

■? 7=0. 
En effet, on peut remplacer le vecteur y par 

on trouve 
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on détermine facilement le rapport des coefficients p et g qui 
réalise la condition 

r ? = 0, 

et l'on supprinie les accents. 

Le vecteur a est un vecteur du cône isotrope ; le vecteur p, 
qui lui est perpendiculaire, doit se trouver à l'extérieur du cône 
isotrope : nous prendrons sa direction pour l'axe y, et nous 
écrirons 

P -= m Ug. 

Nous pouvons toujours amener le vecteur 7 à l'intérieur du 
cône isotrope en le remplaçant, s'il y a lieu, par 

7 + g â 

ce qui ne change pas les deux autres vecteurs. Nous prendrons 
alors 

7 == «o h 

en prenant ce vecteur pour l'axe O yo- Les trois axes rectangu- 
laires que nous choisissons sont alors déterminés. Le vecteur a 
doit satisfaire à trois conditions ; il est déterminé ; on trouve 

^ = m* {u, — Uo i) 

en dirigeant convenablement l'axe O y^. 

On a alors pour l'équation de la courbe en coordonnées 
tangentielles 

Les coordonnées y et z s'expriment par les équations 

e cc = z{(x 7), 
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On trouve alors, en introduisant les coordonnées tangentielles 
ordinaires, 



'.' +2mt.(t, — f„i) = 0. 



(73). 



Cette équation peut être considérée comme l'équation, en 
coordonnées ponctuelles, de la réciproque absolue de la 




Fig. 28. 

conique. Les côtés et les diagonales du quadrilatère des quatre 
points à l'infini de cette réciproque sont les polaires absolues 
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des six foyers de la conique. Ces quatre points s'obtiennent en 
posant 

on trouve 

t, =-- 0, 

t^ —toi = 0. 

La première équation représente Taxe yo y^ ; on trouve les 
deux points A et B (lig. 28) à l'infini. La seconde équation 
représente une perpendiculaire à l'axe y^ y, menée par le 
point A ; elle détermine deux points de la circonférence limite 
A' et A" qui se confondent avec le point A. Le quadrilatère 
A A' A" Best un quadrilatère dégénéré; la droite A Best la 
polaire absolue de trois foyers qui se confondent au point 
imaginaire y, ; la droite imaginaire A A' A" est la polaire 
absolue de trois foyers qui se confondent en A avec les trois 
centres de la courbe. Le triangle des trois centres se réduit au 
point A et les trois axes de la courbe se confondent sur la droite 
imaginaire Ay^. En rapportant la conique aux deux foyers A 
et y,, on est conduit à cette proposition : la conique est le lieu 
des points équidistants de la droite A B et d'une ligne limite 
ayant le point A pour centre. Nous allons vérifier cette induc- 
tion en écrivant l'équation de la conique en coordonnées ponc- 
tuelles. 

Les coordonnées ponctuelles sont les dérivées partielles du 
premier membre de Téquation (73) ; en éliminant les coordon- 
nées tangentielles, on arrive à l'équation 

e^-2my.(y, -yoî)+mMr, -yoî)* = (74). 

Les calculs à faire sont assez longs ; on arrive plus rapide- 
ment au but par la méthode suivante. L'équation cherchée est 

e <p e = e ^' e = 0. 
Or, on a 
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en multipliant par "l* " ' , on trouve 

^-' .-=..i_(l_i) + (4,_i)', 

e (p e = e' — e ((j< — i)e-\-e('\i — 1)* e. 
L'équation (73) donne 

7(^ - 1) r= 2m j. {y, — y„ i) = 2 H 

.ë(<|; - 1)' V^ (DHr = S (^Y-= m* {y. - r„ i)'. 

On trouve immédiatement l'équation (74). 
On peut aussi mettre cette équation sous la forme non 
homogène 

fc--2mr, (y. -roO+m-(y,-yoîr -0 (75). 

On trouve les points à l'infini en annulant le premier terme de 
réquation (74) ; on retrouve évidemment le point A, on trouve 
ensuite un point D sur la droite 

m , ., 

r . = Y (r, — Xoi); 

cette droite est toujours réelle, car le carré du vecteur de son 
pôle absolu est l'unité. 

La courbe coupe l'axe A B en un point situé à une distance a 
de l'origine des coordonnées du plan ; on obtient cette distance 
en annulant la coordonnée d'indice deux dans l'équation (74) ou 
l'équation (75). La première donne 

a 1 — m* 

î tg-7: ^ 



1 + m 
la seconde donne : 

m = ± e~^' 
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L^équation d*uné circonférence (ligne limite) ayant le point A 
pour centre, peut s'écrire : 

e a ou y, — yo î = constante. 

Exprimant que cette circonférence coupe Tare A B à une 
distance de l'origine égale à 

a \- r; 
on trouve : 



Xo + y, i =^ k e 






On peut prendre r comme nouvelle coordonnée ; c'est la 
distance du point à la ligne limite fixe 

a 

Jo + r. i = fc e • 

Introduisons cette coordonnée dans l'équation (75); expri- 
mons aussi y 3 par un sinus-distance ; on trouve 

s = ± r. 

Quand on se donne la ligne limite fixe, on trouve deux 
courbes homofocales et orthogonales; on passe de l'une à 
l'autre en changeant le sens des s positifs ; la proposition 
énoncée précédemment est donc démontrée. 

On peut encore mettre l'équation (74) sous la forme 

yl + r: + [y. - m (y, ~ y. i) y = O. (76). 

Prenons comme nouvelle coordonnée la distance /'' du point 
de la courbe au point imaginaire y,, et la distance s' de ce 
point à la droite A E dont l'équation est : 

y^ == rn (y, — yo i); 

l'équation (76) donne : 

r' s' 

3in-^ = îsiny5 
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c'est réquation de la courbe rapportée à un foyer et à la 
directrice correspondante. On reconnaît facilement que la 
droite A E que nous venons d'introduire, est la polaire du 
foyer y^ par rapport à la conique. Le rapport n est égal à î. 

Nous avons (ûg. 28) construit la courbe au moyen des tan- 
gentes à la projection centrale. On reconnaît par l'équation 
(76) que cette projection est la transformée de la circonférence 
limite par un glissement suivant la normale à A B et amenant 
la droite A B sur la droite euclidienne A E dont nous avons 
écrit l'équation plus haut. Cette projection centrale est une 
ellipse osculatrice à la circonférence limite. Les tangentes à 
cette ellipse s'obtiennent facilement en transformant les tan- 
gentes à la circonférence limite ; on en déduit les tangentes à 
la conique en projection stéréographique. On voit que la courbe 
n'a qu'une branche infinie qui se prolonge dans l'autre monde 
par son opposée. Elle coupe normalement l'infini au point D ; 
elle touche l'infini au point A en le traversant par un point de 
rebroussement euclidien. La droite lobatschewskienne A E est 
la directrice. 

94. Faisceaux du second degré. — On peut considérer une 
conique comme l'ensemble de ses tangentes. A tout point du 
plan correspond une polaire qui détermine les points de 
contact des tangentes menées par ce point. On peut avoir deux 
tangentes réelles ou imaginaires ; la frontière qui sépare les 
points avec ou sans tangente, est évidemment la courbe elle- 
même ; il n'y a pas de tangente dans les régions qui compren- 
nent les foyers. 

Il peut y avoir deux espèces de tangentes : les tangentes 
proprement diteg,qui touchent la courbe en des points réels, et 
les pseudo-tangentes, qui touchent la courbe en des points à 
coordonnées réelles mais situés dans le domaine imaginaire 
spécial Un point réel ne peut passer continûment dans le 
domaine imaginaire spécial qu'en traversant le cône isotrope, 
donc les tangentes à l'infini forment la frontière entre deux 
régions où une tangente change d'espèce. 

Dans l'ellipse, la région sans tangente est la région limitée 
par la courbe et contenant le centre et les foyers. La réciproque 
absolue de l'ellipse n'a pas de tangente. Dans l'hyperbole de 
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pi*emière espèce, les tangentes à l'infini limitent un losange 
contenant le centre ; c'est la région oii il y a deux pseudo- 
tangentes ; en prolongeant les côtés opposés de ce losange, on 
trouve, entre ces prolongements, deux régions où il y a une 
tangente de chaque espèce. Les régions limitées par la courbe 
et contenant l'un ou l'autre foyer, sont les régions sans tangente. 
Les régions qui restent ont deux tangentes proprement dites. 

La réciproque absolue de l'hyperbole de première espèce, 
quoiqu'étant complètement imaginaire, fournit le faisceau le 
plus complet ; il y a deux pseudo-tangentes qui passent par 
tout point du plan. Connaissant cinq de ces tangentes, on peut 
construire toutes les autres par la propriété de l'hexagone 
circonscrit à une conique, quoique la conique soit complète- 
ment imaginaire. 

L'hyperbole de seconde espèce n'a pas de tangente dans la 
région du centre. Au point de vue euclidien, les tangentes sont 
à l'intérieur des deux branches fermées, dans la disposition 
de la figure 22. 

Ces considérations s'appliquent aussi aux courbes limites, 
mais il y a des régions qui disparaissent. 

95. Classification des coniques par la projection centrale, — 
En projection centrale, le triangle des trois centres est autopo- 
laire par rapport à la conique et par rapport à la cirfonférence 
limite. On obtient une courbe à centre réel, lorsque la courbe 
coupe la circonférence limite en quatre points réels ou quatre 
points imaginaires, car les points d'intersection réels des côtés 
opposés et des diagonales du quatrilatère de ces quatre points, 
sont précisément les sommets du triangle autopolaire commun. 
On reconnaît le genre d'une courbe à centre par les tangentes 
que l'on peut mener du centre de la courbe. Ainsi, par exemple, 
une ellipse euclidienne qui coupe la circonférence limite en 
quatre points réels, est une hyperbole de seconde espèce, car on 
ne peut mener aucune tangente du centre, et il y a quatre points 
à l'infini. 

Les courbes limites à deux centres confondus à l'infini, sont 
les coniques euclidiennes qui touchent la circonférence limite ; 
l'un des côtés du quadrilatère des quatre points à l'infini se 
réduit à un seul point ; le triangle des trois centres se l'éduit à 
une droite. 
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Lorsque la conique est osculatrice à la circonférence limite, 
le triangle autopolaire commun se réduit à un seul point et une 
droite ; c'est la courbe à trois centres confondus à Tinfini. 

Lorsque la conique touche la circonférence limite en deux 
points réels ou imaginaires, on obtient deux équidistantes ou 
un cercle. 

96. Sur Vangle d'une courbe avec VinfinL — Représentons 
d'abord la courbe en projection centrale et supposons qu'elle 
coupe la circonférence limite suivant un angle euclidien non 
égal à zéro ; je dis que l'angle lobatschewskien est toujours 
droit. En effet, nous pouvons toujours mener une tangente à 
la courbe et en déduire la tangente en projection stéréogra- 
phique ; cette tangente est orthogonale à la circonférence limite 
et les angles sont reproduits en vraie grandeur euclidienne. 11 
résulte de là, en général, qu'une courbe coupe l'infini à angle 
droit. 

Cette démonstration est en défaut quand la courbe touche la 
circonférence limite en un point A (fig. 29), car la tangente 
lobatschewskienne se réduit à un point et ne nous apprend rien 
sur l'angle de la courbe avec l'infini. Menons alors la tangente 




Fig. 29. 
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B D en un point M infiniment voisin du point A ; nous obtien 
drons en projection stéréo^raphique, une tangente B N D en un 
point N. Tirons la droite euclidienne A N, c'est la limite de 
cette droite qui nous donnera la tangente euclidienne à Tinllni 
et qui nous permettra d'évaluer l'angle de la courbe avec 
rinlini. 

Nous obtiendrons cette limite immédiatement en appliquant 
notre méthode des limites relatives. Menons, à la circonférence 
limite, une tangente parallèle à la droite B D ; soit F le point 
de contact. Soit d l'angle de contingence des arcs A F et 
A M ; soit le rayon de courbure de la courbe en A ; on a 

limr A B I =- limr A B F -= k' d 
limr A B = p d 0. 

La limite relative est construite à gauche pour une valeur de 
'angle de contingence égale à l'unité ; on a donc 

AT - fc' 

A' M' ^ p 

La droite A N fait en N un angle infiniment petit avec la 
courbe et avec la tangente à la courbe ; donc, l'angle A N I doit 
être remplacé par sa limite absolue qui est un droit. On trou- 
vera donc le point N', limite relative du point iV, en traçant 
une circonférence sur A' F comme diamètre. Cette constrution 
simple se traduit par la formule suivante, qui donne l'angle a 
que fait la courbe avec l'infini : 



cos s/ 



= %/■ 



La construction se simplifie encore en appliquant notre 
méthode des limites relatives normales. Prenons un angle de 
contingence égale à deux ; la normale euclidienne à l'extrémité 
du diamètre de courbure, au point A de la projection centrale, 
coupe la circonférence limite aux points net h des normales 
euclidiennes au point multiple. 
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l'équation d'une courbe en coordonnées homogènes. Supposons 
qu'elle coupe l'infini au point A situé sur l'axe y„, y, du côté 
des y, négatifs. L'angle est droit, si : 

dF > 

s— < '■ 

Si cette dérivée est nulle, on trouve en supposant y„ égal à k, 

dF 



p = lim ;r-; ; r: ^ j'~T-r 

2(y, + y„i) d-F 

dy\ 






I 

-V 



clF 



Xol 



d'F 
dy\ 



Cette dernière valeur est encore vraie en coordonnées homo- 
gènes. On arrive aussi à cette formule en cherchant par l'ana- 
lyse la limite de l'angle de la courbe avec le rayon qui joint 
l'origine à un point de la courbe qui tend vers l'infini. 

La courbe touche l'infini lorsque l'on a : 

p = fc'; 

généralement, la projection centrale traverse la circonférence 
et la projection stéréographique présente un point de rebrous- 
sement euclidien. Cependant, si le contact est d'ordre pair et 
plus grand que deux, il y a contact ordinaire en projection 
stéréographique ; cela se présente pour les lignes limites ; la 
courbe touche la circonférence limite par un point multiple. 

97. Lacunes et controverse. — Nous avons déjà cité l'ouvrage 
très remarquable de M. Killing sur les géomé tries non eucli- 
diennes. Nous nous permettrons cependant de signaler 
quelques lacunea de cet ouvrage et un point sur lequel nou3 
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ne sommes pas d'accord avec l'auteur. M. Killing définit la 
courbe par ses foyers ou leurs suppléants; il trouve six formes: 
les trois courbes à centre, les pseudo-paraboles, la parabole 
et une courbe qu'il appelle : « die Berûhrungskurve des 
Unendlichfernen ». Il ajoute que la discussion analytique de 
l'équation du second degré ne conduit qu'à ces six formes. 

La dernière de ces six formes est le lieu des points équidis- 
tants d'une ligne limite et d'un point fixe ; c'est donc l'ellipse 
limite ou l'hyperbole limite de première espèce. Il y a trois 
genres de coniques limites qui ne rentrent pas dans cette défi- 
nition, ce sont les courbes limites qui ont un foyer à l'infini et 
un autre dans le domaine imaginaire spécial, savoir : l'hyper- 
bole limite de seconde espèce, la pseudo-parabole limite, et 
la conique sans axe. Cependant, l'équation obtenue par 
M. Killing est plus générale que la définition dont il est parti. 
En prenant, pour axes coordonnés, l'axe de la courbe et la 
tangente au sommet, il trouve une équation qui ne diffère de 
l'équation (69) que par les notations ; cette équation peut repré- 
senter une hyperbole limite de seconde espèce. La pseudo- 
parabole limite qui n'a pas de sommet accessible et la conique 
sans axe ont complètement échappé au savant professeur 
allemand. 

Nous croyons aussi que le nom donné par cet auteur à la 
courbe limite qu'il obtient, ne se justifie pas. Cette courbe ne 
touche pas l'infini. Si la courbe est une ellipse limite, elle coupe 
l'infini suivant un angle que l'on peut calculer ou construire, 
comme nous l'avons indiqué au n"" précédent. Si la courbe est 
une hyperbole limite, le prétendu point de contact avec l'infini 
est un point isolé de la courbe ; la courbe proprement dite coupe 
normalement l'infini. Il y a effectivement une conique qui 
touche l'infini : c'est la conique sans axe accessible ; c'est l'un 
des genres qui ont échappé à l'auteur. 

98. Coniques homofocales. — On construit une famille de 
coniques homofocales, en traçant deux suites de circonférences 
concentriques telles que la distance de deux circonférences 
voisines soit égale à une constante. Il faut évidemment donner 
au mot circonférence le sens le plus étendu ; le centre de 
chacune des suites de circonférences est un foyer des coniques ; 
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il peut être réel, à l'infini ou dans le domaine imaginaire spécial. 
Ces circonférences découpent le plan en quadrangles ; les 
coniques homofocales suivent les diagonales de ces qua- 
drangles. Ces courbes se divisent en deux systèmes ; les 
courbes qui ne se coupent pas sont de même système ; les 
courbes d'un système coupent orthogonalement les courbes du 
système opposé. 

Si les foyers sont réels, on obtient un système d'ellipses 
coupant un système d'hyperboles de première espèce. Si l'un 
des foyers s'échappe à l'infini, on obtient des ellipses et des 
hyperboles limites. 

Si l'on se donne deux droites réelles comme polaires absolues 
de foyers, on obtient une famille d'hyperboles de seconde 
espèce ; on trouve facilement les deux autres paires de polaires 
de foyers et les axes des coniques ; le premier système de coni- 
ques est normal à l'un des axes ; le second système est normal 
à l'autre axe. Si les deux droites données sont parallèles, on 
obtient des hyperboles limites de seconde espèce. 

Si l'on se donne un point réel comme foyer et une droite réelle 
comme polaire absolue de foyer, on obtient une famille de 
pseudo-paraboles représentée par les équations (63) et (64) où 
^ joue le rôle de paramètre arbitraire. Le premier système cor- 
respond aux valeurs de ^ supérieures à y ; le second système 
correspond aux valeurs inférieures. Si le foyer réel se trans- 
porte à l'infini, on obtient un système d'hyperboles limites de 
seconde espèce coupant orthogonalement un système de pseudo- 
paraboles limites. Si la polaire réelle du foyer imaginaire passe 
par le foyer à l'infini, on obtient une famille de coniques sans 
axe accessible, représentée par l'équation (76) ; le premier sys- 
tème correspond aux valeurs positives du coefficient m ; le 
second correspond aux valeurs négatives ; les points de 
rebroussement de l'un des systèmes sont opposés à ceux de 
l'autre système. 

On construit très facilement les suites de circonférences con- 
centriques ; il y a toujours un rayon qui est une droite eucli- 
dienne ; on porte des distances égales sur ce rayon, au moyen 
du mètre lobatschewskien que nous avons construit au n** 76. 
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Nous prendrons comme exemple les familles qui contiennent 
les genres de coniques dont l'existence n'a pas été signalée. 




Fig. 30, 



Dans la figure 30, nous nous sommes donné le foyer A à 
l'infini, et la droite X Y comme polaire de foyer ; l'axe commun 
à toutes les coniques est la droite A K, Les pseudo-paraboles 
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limites coupent l'infini en A et n'ont pas de sommet accessible ; 
les hyperboles limites de seconde espèce coupent Taxe A K e\ 
ont le point A comme point isolé. 




Dans la figure 31, nous nous sommes donné le foyer A à 
l'infini et la droite A K comme polaire absolue de foyer. Les 
équidistantes de cette polaire passent par les points A et K ; 
les distances égales sont portées sur la droite X Y. On obtient 
deux systèmes de coniques sans axe, ayant des points de 
rebroussement opposés et coupant la droite A K k 45°. 
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99. Equation focale en coordonnées polaires. — Nous appli- 
querons réquation (30) du n** 35. En multipliant par f , les deux 
tangentes trigonométriques deviennent des tangentes hyper- 
boliques. L'équation de la projection centrale sur le plan 
tangent au foyer s'obtient en prenant comme rayon vecteur 

P = fc tg-^ . 

On peut toujours choisir le sens de Taxe initial et le sens des 
rayons vecteurs positifs de manière que le coefficient e et la 
tangente hyperbolique du rayon p normal à Taxe soient 
positifs. Pour que la courbe soit réelle, on doit trouver un 
sommet réel pour 6 égal à zéro ; on doit donc avoir 

2Î tg^~ < 1 + e. 
k 

En donnant à les valeurs et x, on trouve les deux som- 
mets ; en prenant la somme des rayons vecteurs, on trouve la 
longueur de Taxe 

*«— - -{zrir m: 

le coefficient n satisfait à l'équation (32). 

La courbe est une ellipse quand tous les rayons vecteurs 
sont réels et positifs ; la formule (77) donne alors le grand axe 
affecté du signe plus ; on a 

2Î tg^ <l-n\ 

La courbe est une pseudo-parabole quand le second sommet 
est dans le domaine imaginaire spécial ; la longueur de l'axe 
est complémentaire d'une distance réelle ; on a 

2î tg-TT >[l-'i1 
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Lorsque le rayon vecteur du second sommet, qui est le plus 
éloigné du foyer, est affecté du signe moins, la formule (77) 
donne une longueur négative pour Taxe de la courbe. Il y a 
alors deux sommets réels et des points à l'infini ; la courbe est 
une hyperbole de première espèce ; on a : 

2 î tg^ < n' - 1. 

100. Extension à une conique sans foyer accessible. — 
Lorsque le foyer imaginaire a une polaire réelle, on remplace 
le rayon vecteur par son complément qui est la distance s du 
point à la polaire. On mesure l'angle par Tare correspondant l 
de la polaire ; l'équation (30) devient : 

tg-^ = ^ ± 1 + e cos-^j cotg-| (78). 

On est amené à introduire le double signe en remarquant 
que l'on obtient le même rayon géométrique changé de sens, 
en augmentant l d'une demi-circonférence ; le rayon vecteur 
est alors le complément changé de signe de la distance s ; la 
tangente et le cosinus doivent donc avoir le double signe ; on 
réduit alors ces deux doubles signes à un seul. 

La courbe est réelle lorsque la plus petite tangente hyperbo- 
lique des distances s est plus petite que l'unité, ce qui exige 

i tg-fc- >[l~e]. 

La longueur de l'axe est donnée par la formule (77). On 
obtient une hyperbole de seconde espèce ou une pseudo-para- 
bole, selon que cet axe est réel ou complémentaire d'une dis- 
tance réelle. La pseudo-parabole n'a plus qu'une branche 
réelle ; elle correspond au second signe de la formule (78). 

Nous obtiendrons la pseudo-parabole limite en exprimant 
que le sommet s'éloigne à l'infini ; on trouve alors : 

(1 - e) î tg 1 = 1 - e cos ^ (79). 
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101. Extension à la courbe sans axe accessible. — Nous 
pouvons, dans l'équation (79), poser : 

1 = 1-1; 

en faisant tendre / vers Tinflni, on rejette Taxe de la courbe à 
rinfîni ; les trois axes et les trois centres viennent se confondre 
à rextrémité des l positifs. On pose : 

lim e cos -r = 1 ; 

on pourrait remplacer l'unité par une constante, mais en dépla- 
çant l'origine, on verrait que cette constante peut être ramenée 
à l'unité ; on trouve : 

itg± ==1 -e""^ («^)- 

k 

e étant la base des logarithmes népériens. Cette équation peut 



e" == e"' cos — <81). 

fc 

Il peut être intéressant de montrer que cette équation se 
ramène à une de celles que nous avons établies au n** 93. Nous 
prendrons l'axe des l comme axe des y, mais en changeant 
son sens de manière que les trois centres soient situés du côté 
des y, négatifs. Nous introduirons la coordonné, r définie par 

r 

y. + y, i -- ke^ 
On a : 

y, = — ro tg— ; 

l'équation précédente devient 



y e"- 
l 

cos-— 


= fce" 





Or, on a : 



on en déduit 
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, l 8 

y^ ^= k cos — cos — . 



e '^' =-= e *' cos — . 
k 

LYîquation (81) se ramène à 

r = — s, 

co qui est Tune des formes que nous avons établies. 

102. Composition des masses et des segments. Homographie, 
réciprocité^ involution. — Toutes les théories et les construc- 
tions données en géométrie riemanniennne sont applicables 
h la géométrie lobatschewskienne. Nous remarquerons seule- 
ment ((uo les centres des masses, les transformées par homo- 
graphie ou réciprocité, peuvent passer dans le domaine imagi- 
naire spécial. 

lOîl. Mécanique. Forces centrales. Toutes les formules des 
n"* 15 A 53 sont applicables sans autre modification que celle 
du paramètre. 

iOJ. Attraction universelle lobatschewskienne. Lois de 
Kepler. — Les sinus-distances deviennent des sinus hyperbo- 
li(|ues multipliés par le paramètre k' ; les cosinus deviennent 
des cosinus hyperboliques. L'attraction universelle lobats- 
choAvskienne ne choque pas autant les idées reçues que l'attrac- 
iion universelle riemannienne. Le point opposé (i) au soleil est 

(0 Signalons, en passant, une petite difiQculté que le lecteur aura déjà 
peutH>tre remarqut^ et résolue. La distance de deux points opposés est 
constante et égale i\ une demi-circonférence ; cependant, si l'un des points 
tend vers IMnIini, son opjH>sé tend à venir se confondre avec lui. La 
distance s*exprime jvir une întéfçrale ; le coefficient / du n' 16 devient 
négatif dans le S(HH>nd inonde ; la distance entre deux points opposés est 
donc la dilTérenw de deux distances inflnies ; il faut en chercher la vraie 
valeur autn^ment. Le chanfr^^ment de signe de / explique aussi pourquoi 
les ligures se retournent en passant d*un monde dans Tautre ; ce retour- 
nement résulte encore de nnterprétation par Thyperboloîde. Le fait que 
toutes les distance» deviennent négralives dans le second monde n'est 
l^s fort ^^naut^ car en prenant une distance dans ce monde comme 
unité Joutes les longueurs redeviennent positives. 
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bien un centre de répulsion, mais il est inaccessible. En réalité, 
la force attractive décroît indéfiniment quand la distance 
£iiigmente. 

105. Trajectoire pour une vitesse donnée. — On peut discuter 
la nature de la trajectoire en s'appuyant sur la relation (46) qui 
existe entre la constante des forces vives et le grand axe ; ce 
gr";nd axe est obtenu en prenant la somme algébrique des 
rayons vecteurs des sommets. 

La trajectoire est une ellipse quand la formule (46) donne 
une valeur réelle et positive pour Taxe 2a, c'est-à-dire quand 

on a 

2 a 



h < — 



K 



On trouve une pseudo-parabole quand le grand axe est 
complémentaire d'une distance réelle, c'est-à-dire quand 

lii >h>- lil. 

fc' K 

Enfin, on trouve une hyperbole quand on obtient une lon- 
gueur réelle et négative pour le grand axe, c'est-à-dire quand 

On peut encore exprimer ces conditions en calculant, par 
l'intégrale des forces vives, la vitesse V qui correspond à un 
rayon vecteur égal à l'infini positif et la vitesse V qui corres- 
pond à un rayon vecteur égal à l'infini négatif. Lorsque ces deux 
vitesses sont imaginaires, la trajectoire est une ellipse ; si ces 
deux vitesses sont réelles, la trajectoire est une hyperbole ; si la 
première vitesse est réelle et la seconde imaginaire, la trajec- 
toire est une pseudo-parabole. Le cas où l'une des vitesses est 
nulle donne une ellipse limite ou une hyperbole limite. La tra- 
jectoire est une parabole proprement dite, quand la constante 
des forces vives est nulle. 

L'hyperbole a deux branches infinies ; la branche la plus 
rapprochée du sommet est évidemment la seule qui peut être 
décrite par le point mobile ; on peut se demander quelle est la 
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signification de la seconde branche. La seconde branche corres- 
pond à des valeurs négatives du rayon vecteur ; on peut tou- 
jours introduire le temps par l'intégrale des aires, et Téquation 
des forces vives doit être satisfaite pour le point fictif qui se 
déplacera sur la seconde branche de la courbe. A cause du chan- 
gement de signe du rayon vecteur, la force devient répulsive. 
La seconde branche est donc la trajectoire d'un point repoussé 
par le foyer avec la même intensité que la force attractive et 
pour lequel on adopte, dans les deux intégrales des aires et des 
forces vives, les mêmes constantes que pour le point réel. On 
peut alors dire que dans le cas de l'hyperbole, les vitesses du 
point réel et du point fictif sont réelles à l'infini. 

106. Anomalie excentrique. — Les formules des n"** 57 à 59 
sont applicables au mouvement elliptique, mais il faudrait 
établir d'autres formules pour les autres trajectoires. 

107. — Trajectoires fermées, — On trouve encore que les deux 
lois de l'attraction qui donnent un mouvement périodique sont 
celles que nous avons écrites au n** 60. Mais on n'obtient effec- 
tivement un mouvement périodique que si la vitesse ne dépasse 
pas une certaine limite. Cette limite est fournie par la condition 
établie au n° 105 quand il s'agit de l'attraction universelle. 
11 nous reste à considérer la seconde loi. 

108. Moui^ement périodique de deuxième espèce. — Les for- 
mules du n° 63 sont applicables, mais il faut remarquer que les 
valeurs réelles du rayon vecteur correspondent aux valeurs 
I)ositives, et plus grandes que l'unité, de la quantité 
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La trajectoire sera une ellipse, èi l'on trouve deux rayons 
vecteurs réels a et b en annulant la quantité sous le radical de 
l'équation différentielle de la trajectoire. Cela a lieu quand cette 
quantité est négative pour 

^ 2' = 1 ; 

on trouve la condition 

h < c- k'\ 
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Cette condition peut s'interpréter en disant que l'intégrale 
des forces vives 

V* = — a fc* 2-2 -|- /i 

donne une vitesse imaginaire pour un rayon vecteur égal à 
rinflni. 

Si cette condition n*est pas satisfaite, on trouvera un demi- 
axe réel a et un demi-axe imaginaire b. Mais il est facile de voir 
que Ton aura toujours 

b 
-cotg* ^ > 0, 

car en annulant 2, la quantité sous le radical devient négative. 
La longueur b est donc toujours complémentaire d'une lon- 
gueur réelle ; donc la trajectoire est une hyperbole qui est 
toujours de seconde espèce. 

109. Force répulsive. — Les formules peuvent être rendues 
applicables à la force répulsive en changeant le signe de f^ ou 
de r. On trouve toujours une hyperbole de première espèce et 
le point décrit la branche de courbe la plus éloignée du centre 
ou du foyer. On arrive à ce résultat sans calcul, en remarquant 
que d'après le sens de la déviation, la trajectoire doit touiours 
être séparée du centre d'action par ses tangentes. 

110. Centre (Taction dans le domaine imaginaire spécial. — 
On peut appliquer les formules précédentes au cas où le centre 
d'action est dans le domaine imaginaire spécial ; on obtient 
alors le mouvement d'un point sollicité par une force perpen- 
diculaire à une droite et qui s'exprime en fonction de la distance 
du point à la droite par des formules faciles à établir. La droite 
est une polaire de foyer, dans le cas de la première loi ; c'est 
un axe de la courbe dans le cas de la seconde loi. 

La discussion de la nature de la trajectoire ressemble aux 
discussions précédentes. 

(A continuer.) 
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